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Samenvatting

Er bestaat geen enkel boek dat volledig gewijd is aan geamalgameerde producten en HNN-
extensies. Toch valt er veel over te zeggen. De relevante resultaten zijn verspreid terug te
vinden in de literatuur, gaande van het artikel van Stallings in 1971 tot het werk van Serre
in 1980. Het doel van deze tekst is om deze restanten samen te brengen en te verwerken
tot één geheel. Dit is in grote mate gelukt, al is dit werk niet volledig op zichzelf staand:
af en toe bleek het nodig om te steunen op bestaande resultaten uit de literatuur.

Hoewel deze tekst gebaseerd is op bestaande literatuur, wijken de gebruikte definities
en de manier waarop we bepaalde zaken behandelen vaak af van wat men in de klassieke
referenties terugvindt. Zo kiezen we er bijvoorbeeld voor om elke optredende structuur te
definiéren via een presentatie. Deze aanpak zorgt ervoor dat men een goed inzicht krijgt
in het achterliggende idee van deze structuren.

Vele eigenschappen die zouden moeten gelden worden hier expliciet uitgewerkt. De
theorie gaat vaak gepaard met identificaties die in de literatuur doorgaans niet besproken
worden. In dit werk vermijden we zulke identificaties waar verwarring mogelijk is, en
kiezen we er in plaats daarvan voor om te werken met commutatieve diagrammen om het
argument elegant te houden. Daarnaast worden verschillende beweringen in artikels, die
niet altijd vanzelfsprekend zijn, verder uitgewerkt. Elke stelling die atkomstig is van de
literatuur is voorzien van een referentie. In de meeste gevallen zijn de bewijzen echter
verder uitgewerkt of licht aangepast.

In het eerste hoofdstuk bewijzen we de belangrijkste structurele eigenschappen van
geamalgameerde producten en HNN-extensies. In het tweede en derde hoofdstuk bespre-
ken we het verband tussen geamalgameerde producten en HNN-extensies enerzijds, en
groepsacties op bomen en uiteinden van groepen anderzijds.

Geamalgameerde producten en HNN-extensies hebben tal van toepassingen in zowel
de algebraische topologie als de combinatorische groepentheorie. In het bijzonder spelen
HNN-extensies een fundamentele rol in de oplossing van het befaamde woordprobleem.
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Hoofdstuk |
Inleiding

Een groot deel van de theorie rond geamalgameerde producten en HNN-extensies werd
ontwikkeld in de jaren 1960 tot 1970. Deze thesis situeert zich in dit tijdperk.

Om het onderwerp te motiveren bespreken we eerst drie toepassingen. Uiteraard
bestaan er nog veel meer toepassingen dan degene die we hier beschouwen. Het eerste
en meest gekende betreft de oplossing van het woordprobleem. Dit probleem stelt zich
de volgende vraag: gegeven een groep GG met als presentatie (S | R), en een element
g € G dat wordt uitgedrukt als een woord in de symbolen van S U S™!. Bestaat er een
algoritme dat bepaalt of ¢ = 1 in G?7 Om het concept van een ‘algoritme’ wiskundig te
definiéren moet men teruggaan naar het begrip van een recursieve functie, wat behandeld
wordt in de wiskundige logica. Met behulp van HNN-extensies kan men aantonen dat
voor bepaalde groepen G zo'n algoritme niet bestaat. Men zegt in dit geval dat het
woordprobleem in GG onbeslisbaar is. Een uitstekende referentie dat de oplossing van het
woordprobleem bespreekt is [21].

Naast het woordprobleem bestaan er nog andere beslissingsproblemen zoals het toe-
voegingsprobleem (zijn twee gegeven elementen toegevoegd?) en het isomorfismeprobleem
(zijn twee groepen met gegeven presentaties isomorf?). Doorheen de jaren werden steeds
specifiekere varianten van beslissingsproblemen onderzocht (zie [14, Hoofdstuk 4]), en
vaak worden HNN-extensies gebruikt in de oplossing van deze problemen.

Een tweede belangrijke toepassing vindt men in de algebraische topologie. Zij X een
topologische ruimte die bedekt wordt door twee pad-samenhangende open deelruimten U
en V. Dan zegt de Seifert-Van Kampen-stelling ons dat de fundamentele groep van X
gelijk is aan het geamalgameerd product van deze van U en V', waarbij de fundamentele
groep van U NV geamalgameerd wordt. Dit resultaat wordt in [8, Sectie 1.2] gebruikt
om de fundamentele groep van verschillende topologische ruimten te berekenen. Men kan
bijvoorbeeld aantonen dat de fundamentele groep van de roos R, (de graaf die bestaat
uit één top verbonden door n zelflussen) gegeven wordt door de vrije groep F,.

De Seifert-Van Kampen-stelling heeft ook een minder bekend analogon voor HNN-
extensies: zij X een topologische ruimte, en f : X — X een continue functie. Beschouw
dan de quotiéntruimte

Y = (X x [0,1])/ ~

met (z,0) ~ (f(z),1) voor elke x € X. Eens we de fundamentele groep van X kennen,
dan wordt de fundamentele groep van Y gegeven door een HNN-extensie van deze groep.
Als X bijvoorbeeld een punt is en f = idy, dan is Y homeomorf met een cirkel en vinden
we dat de fundamentele groep van de cirkel gegeven wordt door Z. Kiezen we X als de
cirkel, dan is Y een torus en bekomen we Z x Z voor de fundamentele groep van Y.

Een derde toepassing die geleid heeft tot de keuze van dit onderwerp vinden we in de
theorie van Outer space, wat men kan zien als het analogon van Teichmiiller-theorie voor
vrije groepen. Hoewel we in het vervolg Outer space niet zullen behandelen, bespreken
we kort de connectie. Voor een uitgebreidere introductie verwijzen we de geinteresseerde
lezer naar [23], [24] en [4]. Voor een vaste n € N>, is Outer space een topologische ruimte
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die men noteert als C'Vj,. Deze ruimte bestaat uit tupels (G, g,[), waarbij G een graaf
is, g een homotopie-equivalentie van G naar de roos R, en [ een gewichtsfunctie op de
bogenverzameling van G. De uitwendige automorfismengroep Out(F,,) van de vrije groep
F,, werkt op deze ruimte C'V},, en via deze actie probeert men eigenschappen van Out(F;,)
te achterhalen. Een belangrijk resultaat in dit gebied is de Nielsen realisatiestelling, die
zegt dat elke eindige deelgroep van Out(F,) een punt van CV,, fixeert. Een bewijs van
deze stelling wordt gegeven in het artikel [26], en maakt gebruik van het eindresultaat
van deze thesis (stelling . Als toepassing van de Nielsen realisatiestelling wordt in
[25] bewezen dat de maximale orde van een eindige deelgroep van Out(F},) gelijk is aan
2" n! voor n > 2, en 12 voor n = 2.

De structuur van deze thesis is als volgt. In hoofdstuk 2 definiéren we het geamalga-
meerd product en de HNN-extensie door middel van een presentatie. Ons eerste doel is
om aan te tonen dat deze structuren in zekere zin goed gedefinieerd zijn. Daarna tonen
we het bestaan aan van een normaalvorm in beide structuren, wat ons een manier geeft
om elk element op unieke wijze te schrijven. Een eenvoudig voorbeeld is het vrij product
G x H van twee groepen G en H: elk element is een alternerend product van factoren in
G en H. Met deze normaalvormen leiden we belangrijke structurele eigenschappen af van
geamalgameerde producten en HNN-extensies.

Hoofdstuk 3 is grotendeels gebaseerd op [20]. We definiéren eerst het begrip van
een boomproduct, en tonen aan dat men een boomproduct kan zien als een geitereerde
versie van een geamalgameerd product. Daarna definiéren we het algemenere concept van
een fundamentele groep, en we bewijzen dat dit kan gezien worden als een geitereerde
HNN-extensie van een boomproduct. Vervolgens tonen we de centrale resultaten van dit
hoofdstuk aan, namelijk stellingen [3.4.1 en [3.4.2] Deze stellingen geven een equivalentie
tussen fundamentele groepen en groepsacties op bomen. Tenslotte geven we een aantal
applicaties van deze resultaten.

Hoofdstuk 4 is gebaseerd op [22]. Hoewel dit artikel historisch gezien eerder verscheen
dan het werk waarop hoofdstuk 3 is gebaseerd, past het inhoudelijk beter op deze plaats.
We introduceren het begrip bipolaire structuur, en tonen in stelling 4.1.9[ aan dat er een
bijectief verband bestaat tussen bipolaire structuren enerzijds, en niet-triviale geamal-
gameerde producten en HNN-extensies anderzijds. Daarna definiéren we uiteinden van
groepen. We tonen aan dat het aantal uiteinden van een (eindig voortgebrachte) groep
goed gedefinieerd is en slechts waarden kan aannemen in {0,1,2,00}. In stelling |4.2.23
geven we een karakterisatie van groepen met twee uiteinden in termen van geamalga-
meerde producten en HNN-extensies. In stelling [4.2.25| geven we zonder bewijs ook een
karakterisatie van groepen met oneindig veel uiteinden. Aan het einde van hoofdstuk 4
geven we een mooie toepassing van alles wat we gezien hebben in deze thesis, namelijk
stelling [4.3.1]

Tenslotte herhalen we in hoofdstuk 5 de belangrijkste resultaten die in deze master-
proef zijn bewezen. Daarbij bespreken we meteen ook de beperkingen van deze resultaten,
samen met andere interessante vragen die buiten beschouwing zijn gebleven. We geven
bovendien enkele ideeén mee om deze beperkingen en verdere vragen aan te pakken, wat
eventueel kan dienen als vertrekpunt voor verder onderzoek.



Hoofdstuk |1
Fundamentele eigenschappen

2.1 Geamalgameerde producten

Definitie 2.1.1. Zij G, H twee groepen met presentatie
G=(S|Rs) H=(S|Rnu)

waarbij S¢ = {¢; | i € I} en Sy = {h; | j € J} disjunct zijn. Zij ¢ : A — B een
isomorfisme tussen twee deelgroepen A < G en B < H. Elke a € A en b € B kunnen we
schrijven in functie van de generatoren van G en H: a = a(g;) en b = b(h;). We definiéren
het geamalgameerd product van GG en H met betrekking tot ¢ als

G*¢H = <Sg, SH | Rg, RH, R¢>
waarbij R, = {a(g;) = ¢(a)(h;) | a € A}.

Opmerking 2.1.2.
1. Het geamalgameerd product wordt in de literatuur vaak kortweg genoteerd als

G*¢H:<Sg, SH|Rg, RH,A:B>

In het geval de identificatie ¢ : A — B duidelijk is uit de context noteert men ook
G x4 H in plaats van G *4 H. We zullen deze notatie echter vermijden.

2. In de definitie van het geamalgameerd product gebruiken we het keuzeaxioma om voor
elke a € A een ontbinding te vinden in termen van de generatoren van G, en analoog
voor b € B. We kunnen in R, de relaties {a(g;) = ¢(a)(h;) | a € A} ook beperken
tot relaties die enkel de generatoren van A bevatten. Dit zal geen rol spelen later.
Bijgevolg kan het keuzeaxioma ontweken worden als A eindig voortgebracht is (en dus
ook B). Merk op dat als bovendien G en H eindig gerepresenteerd zijn, dan geldt dit
ook voor G *4, H. We zullen aantonen dat we ook R4 kunnen uitbreiden zodanig dat
het de relaties {a(g;) = ¢(a)(h;) | a € A} bevat voor elke mogelijke ontbinding van
a € Aen ¢(a) € B. We hebben het keuzeaxioma dus ook in het algemeen niet nodig.

3. Kiezen we A = {1}, B= {1} en ¢ : A — B triviaal, dan volgt uit het vorige punt dat
we Ry, = {1 = 1} kunnen kiezen. Op die manier bekomen we de definitie van het vrij
product G = H.

Het idee van het geamalgameerd product is dat we een groep construeren die zowel
G als H bevat, waarin de deelgroepen A en B geidentificeerd worden door middel van
het isomorfisme ¢ : A — B. Op dit moment is het nog niet duidelijk dat dit werkelijk
zo is. Het zou bijvoorbeeld kunnen dat sommige elementen van G of H geidentificeerd
worden met elkaar, zodat de groepen G en H binnen de grotere groep G *, H als het



ware ‘afbreken’. Het zou ook kunnen dat door de interactie van de verschillende relaties in
G *4 H de doorsnede van G en H binnen G x, H groter is dan wat we zouden verwachten.
Dat deze fenomenen zich niet voordoen zal volgen eens we een normaalvorm voor het
geamalgameerd product hebben aangetoond (zie stelling verderop). De groepen GG
en H worden de factoren van het geamalgameerd product genoemd, en A en B zijn de
geamalgameerde deelgroepen.

Ons volgende doel is om aan te tonen dat het geamalgameerd product goed gedefinieerd
is in de zin dat als men andere presentaties voor G en H zou nemen, het resulterend
geamalgameerd product isomorf is met het origineel. Voorlopig werken we steeds met
vaste presentaties van de groepen G en H. Het volgende lemma vormt een veralgemening
van de universele eigenschap van vrije groepen en is overgenomen uit [I0, Hoofdstuk 4].
We zullen dit lemma regelmatig nodig hebben doorheen deze tekst.

Lemma 2.1.3 (Substitutietest). Zij G = (S | R) en H gegeven groepen, en 6 : S — H.
Dan bestaat een unieke uitbreiding van 6 tot een groepsmorfisme 0" : G — H als en slechts
als voor elke r € R geldt dat r[0(s)/s| de identiteit is in H. Hierbij is r[0(s)/s| het woord
dat bekomen wordt door elke letter s in r te vervangen door 0(s).

Bewijs. Er geldt dat G = F/{(R)), met F de vrije groep voortgebracht door S en ((R)) de
normaaldeler van F' voortgebracht door R. Uit de universele eigenschap breidt 6 op unieke
wijze uit tot een morfisme 0’ : F' — H. Uit de constructie van 6’ volgt dat de eigenschap
r[0(s)/s] = 1 in H voor elke r € R kan vertaald worden als R C ker(#’). Dit impliceert
dan dat ker(7) = ((R)) C ker(¢'), waarbij 7 : F' — G de canonieke surjectie is. Definieer
nu 0" : G — H als volgt. Als g € G, neem dan f € F willekeurig met 7(f) = g, en stel
0"(g) = 0'(f). Een eenvoudig argument bewijst dat §” een goed gedefinieerd morfisme is
dat 6 uitbreidt, wat betekent dat het volgende diagram commuteert.

S ——F —"-(d

X JB,
0//

H

Hierbij is ¢ : S — F de natuurlijke inbedding. De uniciteit van 0" is duidelijk, aangezien
G voortgebracht wordt door S. Omgekeerd, als er een uitbreiding #” van 6 bestaat dan
geldt R C ker(m) C ker(0” o w) = ker(6'). O

Uit het voorgaande lemma volgt dat er voor de hand liggende morfismen G — G x4, H
en H — G x4 H bestaan door corresponderende generatoren op elkaar af te beelden.
Dergelijke morfismen noemen we voortaan canonische morfismen. Als g € G dan noteren
we met ¢’ het beeld van g in G %, H, en analoog voor h € H. We noteren met G’ en H’
de beelden van respectievelijk G en H in G x4, H. De volgende twee resultaten zijn eigen
bijdragen. Het bewijs van stelling is gebaseerd op [14, Hoofdstuk 4, Lemma 1.1],
dat het vrij product van twee groepen behandelt.

Lemma 2.1.4. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A< G en B< H,en¢:A— B
een isomorfisme. Zij : G — K en x : H — K morfismen zodat 1(a) = (x o ¢)(a) voor
elke a € A. Dan bestaat een uniek morfisme ¢ x x : G x4 H — K met de eigenschap dat

(W xx)(g) =v(g) en (Y= x)(h) = x(h) voor elke g € G en h € H.

Bewijs. Het morfisme 1 * x moet een uitbreiding zijn van 6 : S U Sy — K gedefini-
eerd door 0(g;) = ¢(g;) en O(h;) = x(h;). Uit het feit dat ¢ en x morfismen zijn volgt

8



dat voor r € Rg U Ry geldt dat r[f(s)/s] de identiteit is in K. Beschouw nu een re-
latie van de vorm r = a(g;)(¢(a)"'(h;)) € Ry, waarbij ¢(a)~!(h;) het woord ¢(a)(h;)
in omgekeerde volgorde voorstelt, met elke generator h; vervangen door h;l. Dan is
rl0(s)/s] = a[v(g:)/gi|d(a) " [x(h;)/h;]. Aangezien ¢ en x morfismen zijn, volgt dat in
K geldt r[0(s)/s] = ¥(a)((x o ¢)(a))~'. Omdat 1(a) = (x o ¢)(a), is 7[0(s)/s] = 1. Het
gestelde volgt nu uit de substitutietest. O

Stelling 2.1.5. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B<H, en¢: A— B
een isomorfisme. Zij G = G,H = H, en zij ¢ : A — B het isomorfisme dat verkregen
wordt uit het diagram

¢

Dan is G*4, H = G *3 H, ongeacht de gekozen presentaties, en ongeacht de ontbindingen
van de elementen van de geamalgameerde deelgroepen.

Bewijs. Onderstel dat G *, H en @*gﬁ gedefinieerd zijn met betrekking tot zekere vaste

presentaties van G, H, G en H, en zekere vaste ontbindingen van de elementen van A,
B, Aen B. Zij ¢ : G — G en x : H — H isomorfismen. Dan kunnen we deze uitbreiden
tot morfismen (die we met 1) en x blijven noteren)

V:G—=G—=GxzgH:g—(g) X:H—=H—=GszH:h— x(h)

Door de relaties in R, en uit het feit dat g — ¢’ en h — A’ morfismen zijn, geldt in é*aﬁ
dat @ = ¢(a)’ voor elke @ € A. Hieruit en uit het diagram in de opgave volgt dat de
voorwaarden van lemma voldaan zijn. Dus 1% x : G x4 H — G +5 H is een goed
gedefinieerd morfisme. Er rest nog aan te tonen dat dit ook een isomorfisme is. Nu volgt

door symmetrie dat ¢t x x 7' : G*5 H — G x4 H een morfisme is. Door de werking van

(*x)o(P~txx™1) en (=1 x 1) o(¥h*x) te beschouwen op generatoren volgt (1 y) ™! =

(=t % x71). Bijvoorbeeld, als g € Rg, dan schrijven we (¢ * x)(¢') = ¥(g9) = (g, -3,,)
waarbij gi,...,g, € SgU Sz Danis (¢~ '+ x ) (g, ---9,) = ¢ ' (g;---9,) = ¢ Dit
toont aan dat v *x y een isomorfisme is. Merk op dat we in dit bewijs geen informatie
nodig hebben gehad over de gekozen presentaties of de ontbindingen van de elementen
van de deelgroepen. Merk eveneens op dat dit argument geldig blijft indien in de relaties
van R, enkel generatoren van A voorkomen. O]

Opmerking 2.1.6. In het bijzonder kunnen we G = G en H = H kiezen. Hieruit volgt
dat G *, H niet athangt van de gekozen presentaties en van de gekozen ontbindingen van
de elementen a € A en b € B, zolang we minstens één ontbinding voor elke generator van
A en zijn beeld in B includeren in R4. Merk eveneens op dat indien ¢ en x canonische
morfismen zijn, ¥ * x dat ook is. Dus als we G *4 H op twee verschillende manieren
definiéren waarbij enkel de keuzes van de ontbindingen van de elementen verschillen, dan
zijn de twee resulterende geamalgameerde producten altijd canonisch isomorf met elkaar.

De volgende stelling vormt de basis van de theorie rond geamalgameerde producten.
Ze biedt een manier om elk element van het geamalgameerd product op unieke wijze
voor te stellen als product van elementen uit G’ en H'. Deze voorstelling noemen we de
normaalvorm van het element. Dit resultaat geeft veel inzicht in de structuur van het



geamalgameerd product. In het bijzonder zal hieruit volgen dat de morfismen G — G’
en H — H' injectief zijn, zodat we G en H kunnen zien als deelgroep van G *, H. Het
bewijs van deze stelling is overgenomen uit [20], Stelling 1].

Stelling 2.1.7. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B< H,en¢:A— B
een isomorfisme. Zij Ta, Ty verzamelingen van representanten van de rechter nevenklas-
sen van respectievelijk A in G en B in H. Dan bestaat voor elk element x € G x4, H een
unieke rij (xo, x1,...,T,) van elementen in GU H die voldoet aan de eigenschappen

1. zp€ A

2.z, € Ta\{1} of x; € T\ {1} als 1 <i<n

3.2, €Ta\{l} = v €Tp\{l}alsl<i<n
4. 2, €Tp\ {1} = i eTu\{l} als1<i<n
53

/

_ ! a0
. ]J—LEOJII"'Z’H

Bewijs. Zij X de verzameling van rijen (x,...,z,) die aan de eerste vier voorwaar-
den voldoen. Zij X4 (respectievelijk Xp) de deelverzameling van X bestaande uit rijen
(L,zy,...,2,) met 23 € T\ {1} als n > 0 (respectievelijk z; € T4 \ {1} als n > 0). Dan
definiéren we

01 Gx X4 X (a, (L, z1,...,20)) — (a,Z1,..., %) ac A
(azo, (1, 21,...,2n)) = (a,z0,21,...,2n) a € A;zg €T\ {1}
(b,(1,21,...,2,)) = (¢~ 1(b), w1, .., 0) be B

QBIHXXB%X: 1
(bﬂfo,(].,l'l,...,fl,'n)) = (QZS_ (b)’x[)axla"'vl‘n) bE B,l’o S TB\{]'}

Het is makkelijk in te zien dat 64 en 6p bijectief zijn. We definiéren nu

ag: G = Sym(X): g — [0a(g,2) = g" - 0a(g,x) = 04(9"g, x)]
ap: H — Sym(X) : h* — [0g(h,x) — h* - 0p(h,z) = 0p(h*h,z)]

Men gaat eenvoudig na dat av4 en ap morfismen zijn. Met andere woorden, a4 en ap definiéren
acties van G en H op X. Men gaat eveneens na dat voor elke a € A, de werking van a4(a) en
ap(p(a)) op X dezelfde is, en gegeven wordt door

(o, ...y zpn) — (azoy ..., Tp)

Bijgevolg zijn de voorwaarden van lemma voldaan, en kunnen we a4 en ap uitbreiden tot
een actie a : G x4 H — Sym(X). Zij nu (xo,...,zn) € X, en beschouw g = zf--- 2}, € G *4 H.
Per inductie op n tonen we aan dat g -e = (xq,...,z,), waarbij e = (1) € X de triviale rij is.
Merk op dat e = 04(1,e) = fp(1,e). Als n =0, dan is

o+ e = o(zp)(e) = ca(zo)(e) = o - 0a(1,€) = Oa(xo, ) = (x0)
Zij nu n = 1. Beschouw eerst het geval x; € T4 \ {1}. Er geldt
zoz) e = (rox1) - e = aa(zorr)(e) = Oa(xoz1, €) = (20, 71)
In het geval 1 € Tp\{1} kunnen we dezelfde berekening maken, gebruikmakend van xj, = ¢(x¢)’.
Zij nu n > 2. Uit de inductiehypothese volgt dat .- 2}, - e = (1,z2,...,2,) = x. Zij nu

opnieuw eerst 1 € T4 \ {1}. Dan ziet men in dat z = 04(1, z), zodat

xf)xll -z = ag(xorr)(x) = 0a(zox1,2) = (20, - . ., TN)

10



Als 1 € Tp \ {1}, dan is x = 60p(1,z) en kunnen we opnieuw dezelfde berekening maken
gebruik makend van z{, = ¢(z0)’. Dit vervolledigt de inductie. Uit af -z}, - e = (zg,...,Zn)
volgt nu de injectiviteit van de functie F : X — G g H : (x0,...,2n) — x4---2),. We
moeten enkel nog aantonen dat deze functie ook surjectief is. Aangezien F(e) = 1 volstaat
het om aan te tonen dat als xf - - -], in het beeld van F is bevat, dan ook s'xzj - - - z,, waarbij

s € Sél U Slifl. Als s € Sg U S(El, dan is s = ggg1 met go € Aen gy € T4. Als gy = 1, dan is
szl = F(goxo, ..., Tn). Onderstel dus g1 € T \ {1}. Alsn=0of 1 € T\ {1}, dan is

n
/.1 /! /.1 / —F
(gogl)ﬂfo"'xn—go(yoyl)iﬂy"fﬁn— (QOyO,ylaxla'--7xn)

waarbij yo € A en y1 € Ty \ {1} zo gekozen zijn dat yoy1 = gixo. In het geval n > 1 en
z1 € Tq\ {1} is

F goyo, r2,...,T Y1 = 1
(9091)'x -~ a7, = go(yoyr)ay - -~ ), = { )
F(goyo,y1, 72, ..., 2n) y1 # 1

waarbij yo € A en y1 € T4 met yoy1 = g1xox1. Dit bewijst het geval s € Sg U Sél. In het geval
s€ Sy U 5;11 schrijft men s = hohy, waarbij hg € B en hy € Tp. Er geldt dan

(hoh1)'xh - - 2y, = (¢ (ho)ha) lwo) 'z} - - - a,
en men kan analoog te werk gaan als bij het geval s € Sg. Dit bewijst de stelling. O

Definitie 2.1.8. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < Gen B< H,en¢: A— B
een isomorfisme. Zij v € G x4, H een element met normaalvorm (zg, x1,--- ,2,). Onder
de lengte van de normaalvorm van x verstaan we het getal n € N. We definiéren de lengte
van x als de lengte van zijn normaalvorm.

Merk op dat we uit het bewijs stelling het volgende kunnen afleiden:

Gevolg 2.1.9. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B< H, en¢: A — B
een isomorfisme. Als x € G x4 H kan geschreven worden als een product van n factoren
die alternerend in G' en H' bevat zijn, dan is de lengte van x hoogstens n.

Bewijs. Onderstel dat x = 2 - - - 2, waarbij de elementen x; alternerend in G en H bevat
zijn. Het bewijs gaat per inductie op n. Als n = 1 en bijvoorbeeld x; € GG, dan ontbinden
we x1 in een deel in A en een deel in T4, waaruit we een normaalvorm van x krijgen van
lengte hoogstens 1. Alsn > 2 en z; € GG, dan volgt zoals in het bewijs van de surjectiviteit
van F in stelling dat de lengte van x = 2 -2/, maar met één kan verhogen ten
opzichte van de lengte van z - - - 2/,. Hetzelfde geldt als 1 € H. Het gestelde volgt nu
per inductie. O

Gevolg 2.1.10. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B< H,en¢: A— B
een isomorfisme. De canonische morfismen G — Gx,H : g— ¢ en H - GxyH : h— I
zijn injectief, en bijgevolg kunnen we G en H zien als deelgroep van G x4 H.

Bewijs. 7ij g1,92 € G met g; # go. Onderstel dat g3 = a5 en go = assy, waarbij
ay,az € A en s1,89 € Ty. Dan is ofwel a; # as, ofwel s; # s,. Omdat g — ¢ een
morfisme is volgt g7 = a}s}] en g5 = ajsy,. Als ¢f = g5, dan volgt een contradictie uit
stelling 2.1.71 Voor hy, hy € H kunnen we hetzelfde argument toepassen, want nu geldt
hy = bty = ¢ 1 (by)'ty en by = Whty, = ¢ (by)'th, voor zekere elementen by, by € B en
t1,ty € Tp. O
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Gevolg 2.1.11. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A< G en B< H,en¢: A— B
een isomorfisme. In G x4, H geldt G "H' = A' = B'.

Bewijs. Uit a’ = ¢(a)’ voor a € A en ¢~ 1(b) = I/ voor b € B volgen respectievelijk
A" C B en B C A'. Verder volgt uit A’ = B’ dat A’ C G'N H'. We tonen nu aan dat ook
G'NH' C A, wat equivalent is met (G'\ A" )NH' = (). Zij dus ¢’ € G'\ A’. In normaalvorm
is ¢ = ghgy met go € Aen g € Ta\ {1}. Als ¢ € H', dan moet ofwel ¢ = hy = ¢~ (hg)’
met hy € B, ofwel ¢ = hjhy = ¢~ (ho)'h} met hg € B en hy € T\ {1}. In elk geval
krijgen we een contradictie omdat we twee verschillende normaalvormen van ¢ zouden

hebben. We besluiten dus dat G N H' C A, en dus G' N H' = A’ O

Vanaf nu zullen we in elke stelling van deze sectie aannemen dat groepen A < G
en B < H gegeven zijn, samen met een isomorfisme ¢ : A — B. We construeren dan
het geamalgameerd product G *4 H, en beschouwen verder G en H, samen met hun
gemeenschappelijke deelgroep A, als deelgroepen van G *, H. Men ziet makkelijk in
dat we in stelling alle optredende accenten kunnen weglaten. Bovendien vertaalt

lemma [2.1.4) zich naar

Lemma 2.1.12. Zijj¢ : G — K en x : H — K morfismen zodat 1(a) = x(a) voor elke
a € A. Dan bestaat een uniek morfisme 1 x x : G x4 H — K die de morfismen 1 en x
witbreidt.

Bewijs. Als we gebruik zouden maken van de notaties G’ en H’', dan worden de morfismen
in de opgave gegeven door ¢’ : G’ — K en X' : H — K, en er geldt ¢'(a’) = x'(a’) voor
elke a € A. Men vertaalt deze morfismen naar morfismen ¢ : G — K en y : H - K
door middel van de isomorfismen G — G’ en H — H'. Uit ' = ¢(a)’ voor a € A volgt
P'(a") = xX'(¢(a)), waaruit ¥(a) = (x © ¢)(a). Door toepassing van lemma krijgen
we een morfisme ¢ * x : G x, H — K, waarvoor het volgende diagram commuteert.

G € Gy H H H

Dit diagram zegt precies dat 1 x y een uitbreiding is van ¢’ en x’, hetgeen we moesten
bewijzen. O]

Merk op dat bovenstaand diagram ook omgekeerd aantoont dat lemma volgt uit
lemma [2.1.12] Beide formuleringen zijn dus equivalent. In latere hoofdstukken zullen we
af en toe teruggrijpen naar de notaties G’ en H’, indien er verwarring mogelijk is.

Stelling heeft ook een alternatieve formulering in termen van zogenaamde ‘ge-
reduceerde rijen’. Deze andere formulering is welgekend in de literatuur en zal handig
blijken voor het vervolg.

Definitie 2.1.13. Een rij (x1,...,2,) van elementen van G %, H wordt gereduceerd
genoemd als ofwel n =1 en 2; € GU H[]ofwel n > 1 en

l.z;e G\NAofx; e H\Aals1<i<n
2. ZElGG\A — xi+1€H\Aalslﬁi<n

1 In [T4] wordt ook de voorwaarde x1 # 1 opgelegd. Het zal echter handiger blijken om ook het geval

z1 = 1 toe te laten.
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3., e H\A = x;.€G\Aals1<i<n

Stelling 2.1.14. Zij (xy,...,2,) en (y1,...,Ym) gereduceerde rijen van elementen van
GxroH. Alszy -2, = Y1+ Y, dan geldt

I.n=m
2. Alsm=m=1,danisx1 =y € GUH

3. Als n=m > 1, dan behoren x; en y; tot dezelfde factor, voor elke 1 < i < n.
Bewijs. In het geval 21 ¢ A bewijzen we per inductie op n dat:

1. x1---x, heeft een normaalvorm zpz; - - - 2,
2. AISJZZ‘GG\A, danziETA\{l}
3. AlSIiEH\A, daIlZZ'GTB\{l}

In het andere geval moet n = 1 en is x; een normaalvorm. Merk op dat de stelling dan
volgt uit de uniciteit van de normaalvorm, aangezien we een normaalvorm van ¥ - - - Y,
kunnen vinden die ook van deze vorm is. We bekomen zj - - - z,, op een manier die analoog
is aan het bewijs van de surjectiviteit van F in stelling Als n = 1, dan kunnen we
x1 ontbinden in een deel in A en een deel in T4 \ {1}, waaruit het gestelde volgt. Als
n > 1, dan bekomen we uit de inductiehypothese een normaalvorm z; -- -z, van x5 - - -z,
die voldoet aan de eigenschappen. We beschouwen enkel het geval z; € G\ A. Het geval
x1 € H \ A verloopt analoog. Omdat xo € H \ A, moet 2o € T\ {1}. Omdat z; € A
is ook z121 € G\ A. Schrijf dus x121 = gog1 met go € Aen g; € Ty \ {1}. Dan zien we
dat gog122 - - - 2, de normaalvorm is van x---x,, en deze normaalvorm voldoet aan de
gestelde eigenschappen. O

Gevolg 2.1.15. Zij (z1,...,z,) een gereduceerde rij van elementen van G %, H. Als
x1# 1, danisxy - x, £ 1

Bewijs. Het bewijs volgt onmiddellijk uit de voorgaande stelling, aangezien 1 € G *4 H
wordt bekomen als product van de elementen van de gereduceerde rij (1). O

In sommige bewijzen is het handig om over een element x € G x4, H te beschikken
zodanig dat we controle hebben over de lengte van ™, voor elke m € N. We introduceren
hiervoor de notie van een cyclisch gereduceerd element.

Definitie 2.1.16. Een rij (z,...,x,) wordt cyclisch gereduceerd genoemd als ze gere-
duceerd is, en x; en x, niet tot dezelfde factor behoren in het geval n > 2. Een element
x € G x4 H is cyclisch gereduceerd als = het product is van de elementen van een cyclisch
gereduceerde rij.

Zij de normaalvorm van = gegeven door (xg,...,x,). Dan geldt dat = cyclisch gere-
duceerd is als en slechts als ofwel x; en x,, niet tot dezelfde factor behoren, ofwel n < 1.
Deze equivalente formulering volgt uit stelling en het feit dat (zoz1,...,z,) een
gereduceerde rij is. Als n < 1, of equivalent x € G U H, dan is ook 2™ € G U H voor
elke m € N. Bijgevolg heeft 2™ lengte hoogstens één voor elke m € N. Stel nu dat z; en
x, niet tot dezelfde factor behoren, en zij m € Nyy. Dan bekomen we een gereduceerde
rij waarvan het product 2™ is door m kopieén van de rij (zox1,...,z,) samen te voegen.
Anderzijds, als k£ de lengte is van de normaalvorm van 2™ dan is 2™ het product van
een gereduceerde rij van lengte max(1,k). Door stelling moet £k = mn. In het
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bijzonder toont dit aan dat als x € G x4, H cyclisch gereduceerd is en x ¢ G U H, dan is
ook ™ ¢ G U H voor elke m € Ny.

Lemma 2.1.17. Elke v € G x4 H is toegevoegd aan een cyclisch gereduceerd element.

Bewijs. Per inductie op de lengte n van x. Als n < 1, dan is het gestelde duidelijk.
Zij dus x = xp---x, met n > 1, en onderstel dat x niet cyclisch gereduceerd is. On-
derstel dat zi,x, € G. Het geval 1,2, € H gaat analoog. Dan beschouwen we
Toxr,! = xaTory Ty = y. Als x,rer; € A, dan heeft y lengte n — 2, en door
de inductiehypothese is ¢ 'yc cyclisch gereduceerd voor een zekere ¢ € G x4 H. Het ge-
stelde volgt uit ¢ 'yc = (z,'c) tw(x, c). Als z,z071 € G\ A dan is z,z071 = yoy; voor
zekere yp € A en y; € T4 \ {1}. Dan heeft y lengte n — 1 en volgt het gestelde opnieuw
per inductie. O

Het bewijs van de volgende stelling is afkomstig uit [16, Sectie 13-14]. Dit resultaat
toont aan dat het geamalgameerd product van GG en H in zekere zin niet de minimale
groep is die voldoet aan de eigenschappen van [2.1.10]en [2.1.11}

Stelling 2.1.18. Als G' en H eindig zijn, dan bestaat een morfisme ¢ : G x4, H — S,
met S een eindige groep en zodat 1) injectief is op zowel G als H. Bovendien geldt dat

O(G) NY(H) = p(A).

Bewijs. Definieer

Ve G = Sym(G x H): g" = [(g,h) = (479, h)]
Vit H = Sym(G x H) : h* — [(g,h) = (g, h7h)]
Het is makkelijk in te zien dat ¥g en ¥y goed gedefinieerde monomorfismen zijn. We
definiéren nu een functie 7 : (G x H) — (G x H) als volgt. Als (g,h) € G x H, schrijf
dan g = gog1 met gy € A, g1 € T4, en h = hohy met hg € B, hy € Tg. Definieer dan
(9091, hoh1) = (hogi, gohi)
Duidelijk is 7% = id, en dus is 7 € Sym(G x H). Men gaat eenvoudig na dat

moty(a)om = g(a)
geldt in Sym(G x H), voor elke a € A. We tonen nu de volgende sterkere eigenschap aan
mToyg(h")om=vYag(g") < g"=h"€ A (2.1)
We berekenen

(m o u(h) o m)(gogr, hoh1) = m(hogy, h*goh)
= (hog1, hoh1)
waarbij h*gohy = hoh1, ho € B en hy € Tg. Stel nu dat het linkerlid van (2.1) geldt. Dan

moet

ilogl = g 9o
hoiLl - hohl

Hieruit volgt dat hy = hy en hg = ¢*go. Aangezien hohy = h*gohy moet h*gy = hg € A,
en dus h* € A. Uit hg = g¢*go volgt h*gy = g¢*go, dus h* = g*. Hiermee is
aangetoond. Met lemma [2.1.12] vinden we een unieke uitbreiding van g en mo Yy om
tot ¢ : G x4 H — Sym(G x H). De injectiviteit van ¢ op G en op H wordt overgeérfd

van de injectiviteit van ¢ en ¢g. Dat ¢(G) N (H) = ¥ (A) volgt uit (2.1)). O
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2.2 HNN-extensies

Definitie 2.2.1. Zij G een groep met presentatie
G=(S|R)

waarbij S = {g; | i € I}. Zij t & S een nieuw symbool, en ¢ : A — B een isomorfisme
tussen twee deelgroepen A < G en B < (. Zij voor elke a € A en b € B gegeven
ontbindingen a = a(g;) en b = b(g;) in functie van de generatoren van G. We definiéren
de HNN-extensie van G met betrekking tot ¢ als

G*¢ = <S, t ‘ R, R¢>
waarbij Ry = {t‘a(g;)t = ¢(a)(g;) | a € A}

Opnieuw kunnen we de relaties in Ry beperken tot relaties met betrekking tot een
verzameling generatoren van A. We zullen net zoals in de vorige sectie aantonen dat in
deze definitie de ontbindingen van de elementen van A en de gekozen presentatie van G
geen rol spelen.

Het idee van de HNN-extensie van G met betrekking tot ¢ : A — B is dat we een
groep G4 construeren die G' bevat, en waarin de deelgroepen A en B toegevoegd zijn
aan elkaar door een nieuw element ¢, dat we de stabiele generator noemen.ﬂ Opnieuw
zal volgen uit de normaalvorm gegeven in stelling dat deze intuitie daadwerkelijk
klopt. De groep G wordt de basis van de HNN-extensie G*4 genoemd, en A en B zijn de
geassocieerde deelgroepen.

De substitutietest geeft ons opnieuw een canonisch morfisme G — G4 : g — ¢'. We
zullen net zoals bij het geamalgameerd product aantonen dat dit morfisme injectief is.

Lemma 2.2.2. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A - B
een isomorfisme. Zij ¢ : G — K een morfisme en k € K zodat k™' (a)k = (¢ o ¢)(a)
voor elke a € A. Dan bestaat een uniek morfisme ¥ : Gxy — K met de eigenschap dat
U(g') =1(g) voor alle g € G en U(t) = k.

Bewijs. Het morfisme W moet een uitbreiding zijn van 6 : S U {t} — K gedefinieerd
door 6(g;) = 1¥(g;) en 6(t) = k. We gaan na dat de voorwaarden van de substitutietest
voldaan zijn, waaruit het gestelde volgt. Als r € R, dan geldt r[0(s)/s] = 1 in K
doordat ¢ een morfisme is. Zij dus r = ¢t~ 'a(g;)t - ¢(a)"*(g;) € Ry Dan is r[f(s)/s] =
k~ralv(g:)/gilk - ¢(a)"(g;)/g;]. Omdat ¢ een morfisme is geldt in K dat r[f(s)/s] =
k=1(a)k - ((1 o ¢)(a))~t. Het rechterlid is nu triviaal, want k' (a)k = (¥ 0 ¢)(a). O

Stelling 2.2.3. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A — B een
isomorfisme. Zij G = G, en zij ¢ : A — B het morfisme dat verkregen wordt uit het
diagram

¢

Dan is Gx4 = é*g’ ongeacht van de gekozen presentaties, en ongeacht de ontbindingen
van de elementen van de geassocieerde deelgroepen.
2

In de literatuur wordt ¢ meestal de ‘stable letter’ genoemd.
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Bewijs. Stel dat G*4 en 5*8 gedefinieerd zijn met betrekking tot zekere vaste presentaties

van G en G, en zekere vaste ontbindingen van de elementen van A, B, A en B. Onderstel
dat de stabiele generatoren van Gx; en Gz respectievelijk gegeven worden door ¢ en t.

Zij ¢ : G — G een isomorfisme. We kunnen 1) uitbreiden tot
V:G =G = Grgig=U(g)

We willen nu deze 1 uitbreiden tot een morfisme W : G, — G5 waarvoor ¥(t) = t.
Uit het diagram in de opgave en omdat T ' -@ - = ¢(a@) geldt in G5 volgt dat de
voorwaarden van lemma voldaan zijn. We moeten dus enkel nog aantonen dat ¥
een isomorfisme is. Door symmetrie bestaat een uitbreiding ¥ : 6*5 — Gxg van 1

waarvoor @f) = t. Door de werking van W o W en ¥ o ¥ te beschouwen op generatoren
volgt dat ¥ = W1 Merk op dat we geen gebruik hebben gemaakt van de gekozen
presentaties en de ontbindingen van de elementen van de deelgroepen. O]

Opmerking 2.2.4. Opnieuw kunnen we G = G stellen om in te zien dat de definitie
van G4 niet athangt van de keuze van de presentatie van G' en de ontbindingen van de
elementen van A en B. Het morfisme ¥ geconstrueerd in voorgaande stelling is canonisch
indien 1 dat is, dus twee verschillende keuzes van ontbindingen leiden tot twee HNN-
extensies die canonisch isomorf zijn.

Het bewijs van de volgende stelling is overgenomen uit [14, Hoodstuk 4, Stelling 2.1].
Deze stelling biedt een normaalvorm voor HNN-extensies en vormt de basis van de theorie
rond HNN-extensies.

Stelling 2.2.5. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A — B een
isomorfisme. Zij Ty, Tg verzamelingen van representanten van de rechter nevenklassen
van respectievelijk A en B in G. Dan bestaat voor elk element x € Gx, een unieke rij
(o, 1", 21, ..., 5 x,) die voldoet aan de eigenschappen

. 2o €G
e €{+l, -1} als1<i<n
e =—1 = x; €T als1 <i<n

1

2

3

4.6=41 = x; €l als1 <i<n

5. Er bestaat geen deelrij van de vorm (71, 1,t) of (t,1,¢t7})
o

— pl 4E€1 . L 4E /
. =xgtttay -y,

Bewijs. Het bewijs gaat analoog aan dat van de normaalvorm van het geamalgameerd
product. Zij X de verzameling van rijen (xg,t*', xq,...,t*" x,) die aan de eerste vijf
voorwaarden voldoen. Definieer nu

ag : G — Sym(X) : g" = [(zo, t°, ..., 15", @) = (g7 @0, 174, .. 7", 2]
Duidelijk is ag een morfisme. Definieer vervolgens o, € Sym(X) door

(0~ Hwo)y, 152, ... 15", ) n>0,10€B, e =—1

g\ T 7t€17"'7t€naxn -
o ) {(¢_1<go)7t,91,tal,---,tan,xn) Anders
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waarbij xo = gog1 met gy € B en g; € Tg. Door een gevallenonderscheid gaat men na dat
im(o;) C X, en dat de inverse van o, wordt gegeven door

(P(xg)my, 12, ... 5", xy,) n>0z€A e =+1

-1 15 5
o, (xo, 74, ... 7", x,) =
o ) {(¢(90),t1,g1, Lt Ty Anders

waarbij xg = gog1 met go € A en g € T4. Dus 0, € Sym(X). We willen nu ag en
o, uitbreiden tot o : G¥, — Sym(X) met lemma [2.2.2] Hiervoor moeten we aantonen
dat voor elke a € A geldt dat o; 'ag(a)o; = ag(é(a)). Zij dus (zo,t%,...,t", 1,) € X

willekeurig. We beschouwen eerst het geval n > 0, xo € B en £y = —1. Dan is
o fag(a)o(wo, 10, .. 15 2,) = 0y tag(a) (¢ (mo)ay, 192, ..t T,)
= 0-t_l<(l¢_1(330)£€1, t627 s 7t€n7 mn)

= (p(a)wo, t 1 a1, 7%, ...t 1)
wat overeenkomt met ag(d(a))(zo, ..., t°", x,). De derde gelijkheid is duidelijk als
r1 € Ty \ {1}. Maar als z; = 1 dan moet ofwel n = 1, ofwel g5 = —1, en zitten we
opnieuw in het tweede geval van de definitie van o, '. Onderstel nu dat het tweede geval
in de definitie van o; zich voordoet. Zij x¢ = gog1 met gy € B en ¢g; € Tg. Dan is
o tag(a)o(wo, 10, .. 15 x,) = 07 ag(a) (@ (go), t, g1, 10, .. 15 ay)
- Ut_l(agzﬁ_l(go), t? g1, t€17 cee Jtena xn)
= (¢(a)gogl, tal, Ce ,tsn, :L’n)
wat opnieuw overeenkomt met ag(¢(a))(xo, t, ..., 7", x,). Zij nu a : G*45 — Sym(X) de
actie van G4 op X met a(g') = ag(g) voor g € G en a(t) = oy. We bewijzen vervolgens
dat voor elke rij (zg, !, ..., t°", x,) € X geldt dat z(t! - - -tz - e = (xo, t°, ..., 15, x,),
waarbij e = (1) de triviale rij is. Hieruit volgt dan de injectiviteit van de functie F': X —
Gxg o (20,0, .. 157, 2y) > 2t - - - %2 en dus de uniciteit van de normaalvorm. We
werken per inductie op n. Als n =0, dan is
- e = a(xp)(e) = ag(wo)(e) = (o)
Zij nu n > 0. Uit de inductiehypothese volgt 21t - - - t"a! - e = (x1,1°%,...,t7", x,) = x.
We beschouwen enkel het geval e; = +1. Een analoog argument werkt voor ¢ = —1.
zpt®t -1 = azgt®)(x) = ag(zo)oy(x)
Uit &1 = +1 volgt dat 1 € T \ {1}, n =1, of e = +1. Daarom is

ag(zo)o(x) = ag(zo) (@ (1), t, 21,192, ...t 2,) = (20, £, ..., 1, )
Dit vervolledigt de inductie. We moeten enkel nog aantonen dat de functie F' ook sur-
jectief is. Aangezien F'(e) = 1 volstaat het aan te tonen dat als xt - --t*x! € im(F),
dan ook s’z ---tnz! € im(F) voor elke s € ST U {t*!}. Als s € SU ST, dan is
gttt - tral = F(sxo, t°', ..., t°", x,) en valt er niets te bewijzen. Onderstel dus dat
s = tT!. We beschouwen het geval s = t~!. Het geval s = t gaat analoog. Schrijf
To = gog1 met go € A en g1 € Ty. Omdat in Gk, geldt dat ¢ gt = ¢(go)’, volgt
-t — (g0 gl b0
F(¢(go)7 t_]-?gl’tEl? AR 7t€n7 In) n = 0 \/ gl 6 TA \ {1}
= F(o(go)wy, %2, ...t xy) n>0Ag =1Ae =+1
F(o(go),t7 1,7 oy, ..o 5, 2y,) n>0Ag =1Ne; =—1

Hiermee is het gestelde bewezen. O]
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Definitie 2.2.6. Zij G een groep met deelgroepen A < Gen B<G,en ¢: A — B een
isomorfisme. Zij x € G4 een element met normaalvorm (zo, t°!, xy,...,t°", x,). Onder
de lengte van de normaalvorm van x verstaan we het getal n € N. We definiéren de lengte
van x als de lengte van zijn normaalvorm.

Gevolg 2.2.7. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A — B een
isomorfisme. Als x € Gx, kan geschreven worden als een product van factoren in G' en
factoren t* waarin n keer het symbool t voorkomt, dan is de lengte van x hoogstens n.

Bewijs. Onderstel dat x = xpte'af - --t°"x),, waarbij x; € G en ¢; € {+1,—1}. Het
bewijs is per inductie op n. Als n = 0, dan is het gestelde triviaal. Stel nu dat n > 0.
Uit het bewijs van de surjectiviteit van F' in stelling zien we dat de lengte van
t1x] -+ - t7ra) maar met één kan verhogen ten opzichte van de lengte van 2 t=2z, - - - t*a! |
en dat de lengte van x gelijk is aan de lengte van t°'2 - - - t*»2 . Het gestelde volgt nu
per inductie. O

Gevolg 2.2.8. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A — B een
isomorfisme. Het canonische morfisme G — Gx, @ g — ¢’ is injectief, en bijgevolg kunnen
we G zien als deelgroep van G*4. Bovendien is het canonische morfisme 7 — G4 1 n— "
injectief.

Bewijs. Als g1, g2 € G met g1 # go, dan is g] # g5 door de uniciteit van de normaalvorm
van een element in Gx*4. Dit bewijst de injectiviteit van G — G*4. De injectiviteit van
Z — (t) volgt doordat de normaalvorm van ¢" gegeven wordt door (1,¢,1,...,¢,1). O

n keer t

Gevolg 2.2.9. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A — B een
isomorfisme. In Gk geldt t 1A't = B', t 'G't NG’ = B en G' N (t) = {1}.

Bewijs. Dat t7 1A't = B’ volgt uit de gelijkheden t~'a't = ¢(a)’ en t~1¢p~1(b)'t = V' die
gelden in Gxg4 voor alle a € A en b € B. Uit het voorgaande volgt dat B' C ¢ 'G't N G'.
We tonen nu het omgekeerde aan. Onderstel daarvoor dat ¢’ € t71G't N G’. Dan kunnen
we ¢’ schrijven als t7'h't, met h € G. Zij nu h = hohi, met hg € A en h; € T4. Dan
is ¢ = ¢(ho)t7'hit. Alsnu h ¢ A, danis by € Ta \ {1} en heeft ¢’ twee verschillende
normaalvormen. Dus moet h € A, wat betekent dat ¢’ € B’. Hiermee is aangetoond
dat t71G't N G’ = B’. Onderstel voor de derde bewering dat t* = ¢’ € G’ voor een
zekere k € Z '\ {0}. Dan zou t* twee verschillende normaalvormen hebben, namelijk (g)
en (1,t%,...,t5 1), waarbij het teken 4+ afhangt van het teken van k. Dit geeft een
strijdigheid. [

De volgende eigenschap wordt vermeld in [12] en is zelfstandig uitgewerkt.

Gevolg 2.2.10. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A — B een
isomorfisme. Dan geldt (Gx,)/((G")) = Z, waarbij ((G')) de normaaldeler is van Gxg
voortgebracht door G'.

Bewijs. Zij ¢ : G — (Z,+) het triviale morfisme dat elk element op 0 € Z afbeeldt.
Door lemma bestaat een morfisme U : G, — Z met ¥(g') = 0 voor elke g € G en
U(t) = +1. Het is duidelijk dat de kern van W precies bestaat uit de elementen in Gx,
waarvoor de normaalvorm evenveel factoren ¢ als t~! bevat. Omdat G’ < ker(¥) moet
ook ((G')) < ker(¥). Via een inductief argument zou men kunnen aantonen dat ook
ker(V) = ((G')), waaruit het gestelde volgt aangezien im(V¥) = Z. Maar we kunnen op
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een elegantere manier te werk gaan door gebruik te maken van de tweede isomorfiestelling.
Definieer daarvoor N = ((G')) < G*, en H = (t) < Gx4. Dan is Gxg = HN, en uit het
voorgaande volgt dat H N N = {1}. Bijgevolg geldt

(Gxy)/N = HN/N = H/(HAN)=H~7
O

In wat volgt voor deze sectie beschouwen we een groep G met deelgroepen A < G en
B < G, en een isomorfisme ¢ : A — B. We construeren dan de HNN-extensie G4, en
beschouwen verder G' als deelgroep van G*4. De groep G heeft deelgroepen A en B, die in
G'x4 toegevoegd zijn aan elkaar door ¢~ At = B. Meer specifiek vertaalt het isomorfisme
¢ : A — B zich naar de toevoeging met t. Met andere woorden, ¢(a) = t~at voor alle
a € A. We kunnen opnieuw de accenten in stelling weglaten, en lemma vertaalt
zich naar

Lemma 2.2.11. Zij ¢ : G — K een morfisme en k € K zodat k~'¢(a)k = ¢(¢p(a)) voor
elke a € A. Dan bestaat een uniek morfisme ¥V : Gxy — K dat het morfisme v uitbreidt,
en zodat VU(t) = k.

Bewijs. Het bewijs gaat analoog als dat van lemma [2.1.12] Gegeven is dus een morfisme
V' : G — K waarvoor k~1¢/(a')k = ¢/(¢(a)’) voor elke a € A. Men vertaalt dit morfisme
naar ¢ : G — K. Uit k7/'(a)k = ¢/(¢(a)’) volgt dan k=1 (a)k = (¢ o ¢)(a). Door
toepassing van lemma krijgen we een morfisme ¥ : Gx, — K met V() = k, en
waarvoor het volgende diagram commuteert.

G G, G*¢
,(Z)l
4
v \ l
K

Dit diagram zegt precies dat ¥ een uitbreiding is van v’, hetgeen we moesten bewijzen. [J

Ook voor HNN-extensies bestaat de notie van een gereduceerde rij. De normaalvorm
heeft dan opnieuw een alternatieve formulering in termen van gereduceerde rijen. Met
deze alternatieve formulering tonen we gevolg [2.2.14] aan, wat in de literatuur bekend
staat als het Lemma van Britton. Dit lemma gaat terug naar het werk van Britton in [2].

Definitie 2.2.12. Een rij (zo,t*', 21,...,t™", z,) van elementen van G, wordt geredu-
ceerd genoemd als

l.z;eGals0<i<neneg € {+1],-1}als1<i<n
2. Er bestaat geen deelrij van de vorm (t7!,a,t) met a € A

3. Er bestaat geen deelrij van de vorm (¢,b,t71) met b € B

Stelling 2.2.13. Zij (xo, t°', 21, ..., t", 2,) en (Yo, t°, y1, ..., t°" ym) gereduceerde rijen
van elementen van Gxy. Als xot™'zy - - 72, = Yot® Y1 - - - °" Yy, dan geldt

1.n=m
2. Alsm=m=0, dan is xo = yg € G

3. Alsm=m >0, dan is e; = 0; voor elke 1 <i <mn
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4. Zijn=m > 0.
o Alsey =41, danxg € A < yy € A.
e Alse,=—-1,danz, € A < y, € A.
o Alsey=—1,danzg € B < yy € B.
e Alse, =41, dan x,, € B < 1y, € B.

Bewijs. Het bewijs is gelijkaardig met dat van stelling 2.1.14, We geven eerst een moti-
vatie voor eigenschap 4 vermeld in de opgave. Uit de definiérende relaties van de HNN-
extensie volgt dat at = t¢(a), voor elke a € A. Als bijvoorbeeld ¢; = 41, dan kunnen
we dus elke factor a € A uit xy wegdelen en verschuiven naar rechts in het product
xotlawy - - - t°"x,. Maar dit verandert niets aan het feit dat g € A of zg € G\ A. Deze
eigenschap zou pas gewijzigd kunnen worden indien we ook factoren g € G \ A uit x
zouden kunnen verplaatsen. Dezelfde motivatie geldt voor de andere gevallen. Meer pre-
cies bewijzen we per inductie op n dat xot*'x; - - - t°7x,, een normaalvorm zyt*'zy - --t°" 2,
heeft die voldoet aan eigenschap 4 in de opgave. Het gestelde volgt dan uit de uniciteit
van de normaalvorm. Voor n = 0 is het gestelde triviaal. Als n > 0, dan volgt uit de
inductiehypothese een normaalvorm z1t*2z5 - - - t°7 2, van x1t*2x5 - - - t*"x,, met de gewenste
eigenschappen. We beschouwen enkel het geval e, = —1. Het andere geval ¢y = +1
verloopt analoog. Schrijf z; = ggg; met go € A en g; € T4. Dan is

Tt ray -ty = wot T 22 -t 2, = Tod(go)t g1ty -t 2,

De enige manier waardoor de rechterkant geen normaalvorm zou zijn, is als e, = +1 en
g1 = 1. We tonen aan dat dit geval zich niet voordoet. Uit e = +1 volgt dat z; € G\ A.
Door eigenschap 4 waaraan z1t%2z, - - - 1"z, moet voldoen is z; € G \ A, zodat g # 1.
Dus zod(go)t 'gi1t°229 - - 172, is een normaalvorm. Bovendien gaat men na dat deze
normaalvorm opnieuw voldoet aan eigenschap 4. O

Gevolg 2.2.14 (Lemma van Britton). Zij (xg,t*,x1,...,t*", x,) een gereduceerde rij van
elementen van Gx4. Alsn >0 of xg # 1, dan is xot™ ' zy - - -t 2, # 1.

Bewijs. Dit volgt direct uit de voorgaande stelling, aangezien de rij (1) gereduceerd is. [

Definitie 2.2.15. Een rij (zq, ', 21, ..., t, x,) wordt cyclisch gereduceerd genoemd als
ze gereduceerd is, en als in het geval n > 1 de rij (¢, z,,z0, t') niet van de vorm (t7!, a, t)
of (t,b,t71) is, met a € A en b € B. Een element & € Gx4 is cyclisch gereduceerd als x
het product is van de elementen van een cyclisch gereduceerde rij.

Beschouwen we een cyclisch gereduceerd element x van lengte n > 1, dan toont men
zoals in de voorgaande sectie aan dat de lengte van ™ gelijk is aan mn, voor elke m € N.

Lemma 2.2.16. Elke v € G*4 is toegevoegd aan een cyclisch gereduceerd element.

Bewijs. Per inductie op de lengte n van z. Als n < 1, dan is x een cyclisch gereduceerd
element. Zij dus x = zot*'xy - - - t°"x, met n > 2, en onderstel dat x niet cyclisch geredu-
ceerd is. Omdat de normaalvorm van z gereduceerd is, moet de rij (t", z,x0, t*') van de
vorm (t7% a,t) of (t,b,t7") zijn. Onderstel dat ze van de vorm (¢7',a,t) is. Het andere
geval gaat analoog. Beschouw dan

(ta,)z(tnw,) ™t = w5 g = da) tPwy -t

Deze laatste uitdrukking heeft lengte n — 2, en is dus toegevoegd aan een cyclisch geredu-
ceerd element. Bijgevolg is ook x toegevoegd aan een cyclisch gereduceerd element. [
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Een HNN-extensie is altijd een oneindige groep door gevolg De volgende stelling
zegt dat we ook een eindige groep kunnen construeren die G bevat en waarin A en B
toegevoegd zijn aan elkaar. Deze stelling vormt het analogon van stelling binnen
de context van HNN-extensies. Het bewijs hiervan is overgenomen uit [16], Sectie 18].

Stelling 2.2.17. Als G' eindig is, dan bestaat een morfisme ¢ : Gx4, — S, met S een
eindige groep en zodat 1) injectief is op G.

Bewijs. Definieer
¢ G = Sym(G) - g* = [g— g"g]

Men gaat na dat 1) een monomorfisme is. Omdat G eindig is en A en B isomorf zijn moet
gelden dat [G : A] = [G : B]. Zij 0 : T4 — Tp een bijectie. We definiéren 7 € Sym(G)
door

m(9091) = ¢(g0)o(g1), (90 € A, g1 € Ta)

De inverse van 7 wordt gegeven door
™ (gog1) = ¢~ (g0)0 " (g1); (90 € B, g1 € T)

We berekenen

mip(a)m " (g0g1) = wp(a)(é ™" (g0)o ™ (91))
= 7(ad™"(g0)o " (1))
= ¢(a)gog
wat overeenkomt met ¥ (¢(a))(gog1). Uit lemma volgt het bestaan van een unieke

uitbreiding ¥ : Gk, — Sym(G) zodat ¥(g) = ¢(g) voor alle g € G en U(t) = 7. De
injectiviteit van ¥ op G wordt dan overgeérfd van de injectiviteit van . O
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Hoofdstuk |11
Bass-Serre-theorie

3.1 Inleidende definities

Definitie 3.1.1. Een graaf I' bestaat uit een verzameling toppen V (I'), een verzameling
bogen E(T') C V(T') x V(T'), en afbeeldingen

E—FE:e—e
E—V:e—ale)
E—V:e—uw(e)

die voldoen aan e = e, € # e en «a(e) = w(e).

Merk op dat met deze definitie een graaf overeenkomt met wat in de literatuur vaak
een multigraaf wordt genoemd. Dit betekent dat een graaf I' zelflussen e € E(I') kan
hebben waarvoor a(e) = w(e). Ook kunnen er zogenaamde multi-bogen bestaan. Dit
zijn twee verschillende bogen e1,e; € E(I') met dezelfde eindpunten: a(e;) = a(es) en
w(er) = w(ez). We zullen vaak spreken over het toevoegen of verwijderen van een boog e.
Hiermee bedoelen we dat we deze operatie uitvoeren voor zowel e als zijn inverse €.

Een pad in een graaf I" stellen we voor als een tupel (vg, ey, vy, ..., e,,v,). Hierbij is
v; € V(I') voor 0 <i<nene € EI)voor 1 <i<n, met ale;) =v;—1 en w(e;) = v;.
Een pad noemen we lokaal injectief als e;,; # & voor 1 < i < n. We noemen het pad
injectief als de toppen {v; | 0 < i < n} onderling verschillend zijn. Merk op dat een
injectief pad ook lokaal injectief is. Met een cykel bedoelen we een lokaal injectief pad
waarvoor het begin- en eindpunt samenvallen, i.e. vy = v,, en waarvoor ¢, # €,. Een
injectieve cykel is een cykel die een injectief pad is als we de laatste top niet meerekenen.
Als een cykel niet injectief is, dan kunnen we altijd een injectieve deelcykel beschouwen
die start en eindigt in een top die herhaald wordt. We definiéren een boom als een graaf
die samenhangend is en geen cykels bevat. In het bijzonder heeft een boom geen zelflussen
en multi-bogen.

De volgende definitie van de contractie van een graaf ten opzichte van een zekere
deelgraaf is overgenomen uit [I]. Intuitief kan men dit zien als het samentrekken van deze
deelgraaf tot een punt.

Definitie 3.1.2. Zij I" een graaf en A C I een deelgraaf. Zij {A; | i € I} de verzameling
van samenhangende componenten van A. Kies voor elke ¢ € I een top w; € V(4;). We
definiéren de contractie van A in I" als de graaf I'/A met

V(I/A) ={o|ve VD) \ V(AU {w; | i€}
E(L/A)={e|ee B(I)\ E(A)}
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waarbij € = €, en

() = {a@) ale) ¢ V(A)
W; ale) € V(A))
(@) = {@ wie) ¢ V(A)
W w(e) € V(4))

Men gaat na dat I'/A voldoet aan de eigenschappen van definitie [3.1.1} en dus inder-
daad een graaf is. Het volgende lemma zal later van pas komen.

Lemma 3.1.3. Zij I" een graaf en A C T een deelboom. Dan is I' een boom als en slechts
als T'/A een boom is.

Bewijs. Als A ledig is, dan ziet men dat I'/A = I', waaruit het gestelde volgt. We mogen
dus onderstellen dat A niet-ledig is. Merk op dat de verzameling {A; | ¢ € I} uit de
voorgaande definitie enkel A zelf bevat. Zij @ de top die met A correspondeert in I'/A.

Onderstel eerst dat I' een boom is, en zij v € V(I') \ V(A) willekeurig. Door een
pad in I' te beschouwen van v naar w ziet men makkelijk dat ook een pad van © naar
w bestaat in I'/A. De samenhangendheid van I'/A volgt dan omdat elke top van I'/A
verbonden is met w door een pad. Onderstel vervolgens dat I'/A een cykel zou bevatten.
Als deze cykel niet door W gaat, dan vertalen we dit makkelijk naar een cykel in ', waaruit
een contradictie volgt. Stel dus dat de cykel wel door @ gaat. We mogen onderstellen
dat de cykel injectief is, zodat ze slechts één keer door w gaat. We kunnen nu de cykel
voorstellen als (w, €y, 01, ..., Up_1, €y, W), waarbij v; € V(I') \ V(A) voor 1 < i < n. Nu
moet a(er),w(e,) € V(A). Zij (wo,r1, W1, ..., m, Wwy) een injectief pad in de boom A
met wy = a(ey) en w,, = w(e,). Dan gaat men na dat

(w0761avla vy Up—1,6ny Wy Ty Wip—1, - - - ;rlaw())

een cykel is in I". Met deze contradictie besluiten we dat I'/A een boom is.

Stel nu omgekeerd dat I'/A een boom is. We tonen eerst aan dat I' samenhangend is.
Zij hiervoor vy, v, € V(I") willekeurig. Als vg, vy € V(A), dan bestaat een pad van vy naar
vy in A, en dus ook in I'. Als bijvoorbeeld vy ¢ V(A) en v € V(A), dan vinden we in
['/A een pad van ¥y naar w, stel (0g,€1,01,...,0n_1,€n,w). We mogen onderstellen dat
0; # W voor 0 < i < n, anders zou er een korter pad bestaan. Dan is (vg, €1, v1,. .., €y, Uy)
een pad in I', waarbij v, = w(e,) € A. Door dit pad samen te voegen met een pad
in A dat de toppen v, en v} verbindt, krijgen we een pad in I' van vy naar vjy. Zij nu
v, vy ¢ V(A). Uit het voorgaande volgt dat zowel vy als vj verbonden zijn met w € V(A)
door een pad. Bijgevolg zijn ook vy en v} verbonden door een pad.

Onderstel tenslotte voor een contradictie dat I' een cykel (vg, e1,v1, ..., e,,v,) bevat,
met v, = v9. We mogen onderstellen dat deze cykel injectief is. Omdat A geen cykels
bevat is er minstens één top in de cykel die niet in V(A) is bevat. Stel zonder verlies van
algemeenheid dat deze top vy is. Anderzijds moet de cykel door A gaan, want anders is
(Do, €1,01, - .., En, V) een cykel in T'/A. Beschouw nu de eerste en laatste toppen in de
cykel die in A zijn bevat. Noem deze respectievelijk v; en v;. We gaan na dat

(Uo, €1,V1,... ,vi_l,ei,w,ejﬂ,ij, e ,en,vn)
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een cykel is in I'/A. Hiervoor volstaat het in te zien dat &;.1 # ¢€;. Stel dus é;,; = é;.
Dan is ook e;11 = €. Omdat (vg,e1,v1,...,e,,vy,) een cykel is moet ¢ # j. Maar uit de
injectiviteit van de cykel volgt v; # v;, en opnieuw is het duidelijk dat e;;; = & niet kan.
We vinden dus een cykel in I'/A, wat tot een contradictie leidt aangezien I'/A een boom
is. We besluiten dat I" een boom moet zijn. O

Opmerking 3.1.4. Voor de eenvoud hebben we in het voorgaande lemma verondersteld
dat A een enkele boom is. Men kan dit lemma ook bewijzen in het geval dat A bestaat
uit meerdere deelbomen van I' (zelfs oneindig veel). Het bewijs gaat volledig analoog.
In het bijzonder gaat elke cykel in I'" door slechts een eindig aantal bomen van A, en we
kunnen opnieuw onderstellen dat ze hoogstens één keer door elke boom gaat.

Definitie 3.1.5. Zij I', A grafen. Een graafmorfisme van I" naar A is een afbeelding
f:V(IHUEM) —» V(A)UE(A)

met f(V(T)) € V(A), f(E(T)) € E(A), en

flav(e) = aw(f(e))  flwv(e) =ww(f(e)  fE)=F()"

Een automorfisme van de graaf I' is een bijectief morfisme van I naar zichzelf. De auto-
morfismengroep van I', genoteerd Aut(I'), is de groep bestaande uit alle automorfismen
van I' uitgerust met de compositie als groepsbewerking.

Definitie 3.1.6. Zij G een groep en I' een graaf. Een actie van GG op I' is een groeps-
morfisme

¢: G — Aut(D)

We zeggen ook dat de groep G werkt op de graaf I', en noteren dit als G ~ I'. De groep
G werkt zonder inversie op I' als geen enkel niet-triviaal element van G een boog van I'
inverteert. Als G zonder inversie werkt, en als bovendien geen enkel element van G een
top of boog van I fixeert, dan zeggen we dat G vrij werkt.

We nemen in het vervolg aan dat de gewoonlijke definities en eigenschappen van acties
van groepen gekend zijn. We noteren de baan onder de actie van G van een top v € V(T')
en een boog e € E(I') respectievelijk als [v] en [e]. Als A een deelgraaf is van I', dan
noteren we ook [A] voor de verzameling { [z] | z € V(A) U E(A)}.

Definitie 3.1.7. Zij GG een groep die zonder inversie werkt op een graaf I'. We definiéren
de quotiéntgraaf I'/G als

V(I/G) = {[v] [ve V(I)}
E(/G) = {[e] | e € E(I)}

waarbij [e] = [e], a([e]) = [a(e)] en w(le]) = [w(e)].

Men gaat makkelijk na dat de quotiéntgraaf goed gedefinieerd is en aan de eigenschap-
pen van definitie 3.1.1 voldoet. Merk op dat de eigenschap dat G zonder inversie werkt

garandeert dat [e] # [e]. Merk eveneens op dat de afbeelding I' — I'/G : = — [z] per
definitie een graafmorfisme is.
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Definitie 3.1.8. Zij G een groep die zonder inversie werkt op een graaf I'. Zij A CT'/G
een deelgraaf. Een lift van A is een deelverzamehn‘ A C T waarvoor de restrictie van de
afbeelding I' — T'/G : 2 +— [z] tot de verzameling A een bijectie A — A induceert. Een
samenhangende lift van A is een lift van A die samenhangend is. Een fundamentaalgebied
van A is een lift A van A waarvoor de restrictie van 2 — [x] tot A een isomorfisme is.

Het is duidelijk dat elke deelgraaf van I'/G altijd een lift heeft in I'. Merk op dat indien
deze lift een deelgraaf is van I', het automatisch een fundamentaalgebied is. Het volgende
lemma geeft een voldoende voorwaarde om een fundamentaalgebied van een deelgraaf van
['/G in T te kunnen vinden.

Lemma 3.1.9. Zij G een groep die zonder inversie werkt op een graafI'. Als A CT'/G
een boom is, dan bestaat een fundamentaalgebied van A in T.

Bewijs. 7ij €1 de verzameling van deelbomen van I' die ingebed worden in A door het
morfisme = +— [z]. We ordenen 2 door inclusie. Elke keten van  heeft een bovengrens,
namelijk de unie van de elementen in de keten. Door het Lemma van Zorn vinden we dus
een maximaal element A € Q. We tonen aan dat [A] = A. Onderstel dat [A] C A zou
gelden. Omdat A samenhangend is bestaat [¢] € E(A) \ E([A]) zodat [a(e)] = a([e]) €
V([A]). Omdat [A] een deelboom is van A moet [w(e)] = w(le]) ¢ V([A]), anders zou dit
een cykel opleveren in A. Danis g-e ¢ E(A) en w(g-e) = g-w(e ) & V(A) voor elke
g € G. Nu kunnen we g € G kiezen zodat a(g-€) = g-a(e) € V(A). Zij A’ de graaf
bekomen uit A door de boog g-e toe te voegen, samen met zijn eindtop w(g-e) = g-w(e).
Dan is A’ € Q, wat een strijdigheid levert door de maximaliteit van A. m

3.2 Boomproducten

In deze sectie introduceren we het begrip boomproduct, wat een veralgemening is van een
geamalgameerd product. Het idee van een boomproduct is dat we een universele groep
construeren die verschillende groepen bevat, waarbij bepaalde deelgroepen van twee van
deze groepen geidentificeerd worden naargelang gegeven isomorfismen. We zullen hiervoor
een graaf beschouwen met aan elke top een groep toegekend, en waarbij een boog van de
graaf een isomorfisme beschrijft tussen twee deelgroepen van zijn eindtoppen.

Definitie 3.2.1. Zij ' een graaf. Een groepsgraaf-structuur op I' is een afbeelding

. {UHGU (ve V()
e b (e € E(T))

die de toppen van I' afbeeldt op groepen, en de bogen van I' op isomorfismen tussen twee
groepen. Meer bepaald is ¢, : Ac — B, is een isomorfisme tussen deelgroepen A, < Gy
en B, < G,). We leggen bovendien de voorwaarde op dat ¢z = ¢_* voor elke boog e.

Definitie 3.2.2. Zij I' een eindige niet-ledige boom, en zij ® een groepsgraaf-structuur
op I'. We nemen de notaties uit de voorgaande definitie aan. Onderstel dat

Gy = (S |Ry)  (VveV())

Met een deelverzameling van een graaf I' bedoelen we een deelverzameling van V(I") U E(T'). Men
kan zo een verzameling als een graaf zien waarbij op sommige bogen eindtoppen kunnen ontbreken.
Eveneens zullen we een afbeelding f tussen twee grafen I' en A vaak noteren als f : I' — A in plaats
van f: V(I) U E(I") — V(A)U E(A).
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waarbij S, = {gy: | @ € I,} onderling disjunct zijn voor elke v € V(I'). Het boomproduct
van de groepen {G, | v € V(I')} met betrekking tot de isomorfismen {¢. | e € E(I')} is

de groep
*eGoi=( U S| U Ry U Re)

veV(T) veV () ecE(T)

Waarbij R. = {ae(ga(e),i) = ¢e(ae)(gw(e),j) | ae € Ae} voor elke e € E(F)

Opmerking 3.2.3. Het concept van een boomproduct dat we in deze tekst definiéren
wordt in de literatuur vaak algemener behandeld. Zo kan een boomproduct bijvoorbeeld
worden opgevat als een specifiek geval van een directe limiet van groepen, wat gedefinieerd
wordt in [20]. Meestal worden in de literatuur ook boomproducten beschouwd waarin de
graaf " oneindig is. In het tweedelige werk [17] en [I8] worden zogenaamde ‘veralgemeende
geamalgameerde producten’ beschouwd, waarin I' niet noodzakelijk een boom hoeft te
zijn. In het algemeen is er dan geen zekerheid meer dat de groepen G, ingebed zijn in dit
veralgemeend geamalgameerd product. Bovendien kunnen cyclische verbanden tussen de
relaties ervoor zorgen dat de intersectie van twee groepen G, en G, groter wordt dan de
groep A., waarbij de boog e de toppen v en w verbindt. Deze condities worden daarom
expliciet toegevoegd aan de definitie van het veralgemeend geamalgameerd product. Voor
de specifieke doeleinden van deze tekst zullen we deze veralgemeningen niet van groot
belang zijn. We zullen echter wel geinteresseerd zijn in een ander soort veralgemening,
namelijk het concept van een fundamentele groep, wat we introduceren in de volgende
sectie. Het feit dat we I' eindig onderstellen brengt ook wat beperkingen met zich mee.
Bepaalde resultaten zoals stelling of gevolg verderop in deze tekst kan men
bijvoorbeeld bewijzen met Bass-Serre-theorie, maar in deze bewijzen is het van cruciaal
belang dat de graaf I oneindig groot mag zijn. Een boomproduct of een fundamentele
groep waarbij I" een oneindige graaf is zullen we voortaan respectievelijk een ‘veralgemeend
boomproduct’ en een ‘veralgemeende fundamentele groep’ noemen. De presentatie van
veralgemeende boomproducten en veralgemeende fundamentele groepen is dezelfde als
deze van hun eindige tegenhangers. Wanneer I' echter oneindig is vraagt lemma wat
meer werk om aan te tonen. We zullen in het bewijs van dit lemma namelijk steunen op
het feit dat we een inductief argument kunnen toepassen op de grootte van I'. We komen
hier in hoofdstuk 5 nog op terug.

Doorheen deze sectie behouden we de notaties in definitie We gaan dus telkens
uit van een eindige niet-ledige boom I', samen met een groepsgraaf-structuur

. {UHGU (ve V()
e b (e € E(T))

De substitutietest geeft opnieuw aanleiding tot canonische morfismen, die we noteren met
G, = %o G, : g = ¢'. De lemma’s die we in deze sectie bewijzen zijn gebaseerd op [12]
Stelling 1], en vormen verdere uitwerkingen ervan. Deze lemma’s zijn bedoeld om de lezer
vertrouwd te maken met boomproducten. Hiermee zullen we een vlotte overgang kunnen
maken naar de volgende sectie, waarin we dezelfde eigenschappen voor fundamentele
groepen bewijzen.

Lemma 3.2.4.

1. De canonische morfismen G, — k¢ G, zijn injectief, en bijgevolg kan iedere groep
G, gezien worden als deelgroep van kg G, .
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2. Zij A een niet-ledige deelboom van I', en U = ®[, de restrictie van ® tot A. Het
canonische morfisme kg G, — %o G, is goed gedefinieerd en injectief. Bijgevolg
kan elk boomproduct corresponderend met een deelboom van I' gezien worden als
deelgroep van het volledige boomproduct.

3. Zij gegeven een groep G met een deelgroep B < G, en ¢ : A — B een isomorfisme
met A < G, voor een zekere v € V(I'). Zij I de boom die wit I' bekomen wordt door
het toevoegen van een boog e en een top w met ae) = v en w(e) = w. Zij ' de
uitbreiding van ® tot een afbeelding met domein T”, waarvoor ®'(e) = ¢, ®'(€) = ¢!
en ®'(w) = G. Het canonische morfisme xq¢ G, = (k¢ G,,) %3G is een isomorfisme.

Bewijs. Merk op dat het laatste punt pas zinvol is eens we het eerste aantonen, aangezien
we dan ¢ kunnen vertalen naar een isomorfisme startend vanuit een deelgroep van kg G,.
We bewijzen daarom alle delen van het lemma simultaan, per inductie op de grootte
|[V(I')| van de boom. Eens het eerste punt is aangetoond voor een zekere waarde van
|[V(I")], dan wordt het canonische morfisme vermeld in het derde punt gerechtvaardigd
door in te zien dat elke relatie b(g;) = ¢ '(b)(gy;) van het boomproduct overeenkomt
met een relatie a(g,;) = ¢(a)(g;). Door stelling en opmerking kunnen we de
presentatie van (k¢ Gy) *4 G laten overeenkomen met die van g G,. Hieruit volgt dan
de inductiestap voor het derde punt.

Uit het voorgaande volstaat het de eerste twee punten van het lemma per inductie
aan te tonen, waarbij we in de inductiehypothese mogen gebruik maken van het derde
punt. Merk nu op dat het eerste punt een specifiek geval is van het tweede door A gelijk
te stellen aan een top van I'. Zij dus A en V¥ zoals in het tweede deel van het lemma.
Als |[V(I)| = 1, dan is {G, | v € V(I')} = {G} voor een zekere groep G, en moet
kg Gy, = %o G, = G. Onderstel nu dat |[V(I')| > 2. In het geval A = I' is het gestelde
duidelijk. Onderstel dus eveneens dat A C I'. Dan vinden we een w € V(') \ V(A) die
verbonden is met juist één v € V(T'), stel door e € E(I"). Met andere woorden, w is
een blad van de boom I' dat niet in A is bevat. Om de inductiehypothese toe te passen
beschouwen we de boom I die bekomen wordt uit I' door de boog e en zijn eindtop w
te verwijderen. Zij ®' = ®[,. Uit het derde punt weten we dat het canonische morfisme
bh : %o Gy = (kar Gy) *4, Gy een isomorfisme is. Verder volgt uit de eigenschappen van
het geamalgameerd product en de inductiehypothese dat de canonische morfismen

92 > Y Gv — (*CD’ Gv) * e Gw
(93 DKy Gv — kg G”U

injectief zijn. Nu zien we dat ;' o 65 o 3 de unieke uitbreiding is van de functie 6 die
de generatoren van sy G, afbeeldt op de corresponderende generatoren van kg GG,. Het
canonische morfisme g G, — % G, is dus gelijk aan 6! o 6, o 03, hetgeen injectief is.
Dit vervolledigt de inductiestap voor het tweede punt. O

Uit de gekende eigenschappen van het geamalgameerd product kunnen we aantonen
dat de groepen G,, gezien als deelgroepen van het boomproduct, met elkaar samenvallen
waar we verwachten.

Gevolg 3.2.5. Voor elke e € E(T') geldt dat G\ NGl = A, = B, in *q G,.

Bewijs. Zije € E(I') willekeurig. Noteer v = a(e) en w = w(e). Beschouw nu de deelboom
A C T bestaande uit v, w en e. Stel ¥ = ®J,. Uit het derde punt van lemma weten
we dat er een canonisch isomorfisme xy G, = G, *4, G, bestaat. Verder volgt uit het
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tweede punt van lemma dat kg G, canonisch ingebed is in %4 G,. De canonische
morfismen G, — %4 G, en G, = %4 G, worden dan bekomen door respectievelijk de
bovenste en onderste tak van het volgend diagram van links naar rechts te doorlopen

Gv
T

Gv * e Gw — Xy Gv I *(I)Gv

Gw/

Aangezien de laatste twee morfismen injectief zijn volstaat het aan te tonen dat G;, NG, =
Al = B! geldt in G, %4, G,,. Maar dit volgt uit de eigenschappen van het geamalgameerd
product. O

Uit lemma volgt dat we elk boomproduct inductief kunnen opbouwen door ge-
amalgameerde producten te nemen. Merk op dat de volgorde waarin we dit doen niet
uitmaakt, het resultaat is uniek bepaald op een isomorfisme na dat canonisch is. We
zullen dit argument toepassen om het volgende lemma aan te tonen. Intuitief komt dit
lemma neer op het feit dat het boomproduct van I" onveranderd blijft indien we een deel-
boom A van I' samentrekken en de nieuwe top laten corresponderen met het boomproduct
corresponderend met A.

Lemma 3.2.6. Zij A een niet-ledige deelboom van T, en zij I'/A de contractie van A
in I, met w € V(A) een vast gekozen top zoals in definitie . Definieer ¥ = O 5,
en zij *g G, het boomproduct corresponderend met A. Definicer verder een groepsgraaf-
structuur op I'/A door

s Gy = G, (v € V(D) \ V(A))
(T)i ZI)I—>GU~, = *\va
é'-)qbg

waarbij het isomorfisme ¢z gedefinieerd is door het commutatieve diagram

> <

G(oz(e) Ae & Be Gw (e)
G£—’ > ; Pe Bl < G£
a(e) c ¢ w(e)

We nemen in bovenstaand diagram de conventie aan dat © = W voor elke v € V(A). Met
deze conventie is G, canonisch ingebed Gz voor elke v € V(I'). Met de bovenstaande
definities bestaat een canonisch isomorfisme

ko Gy — %5 Gy (3.1)

Bewijs. Per inductie op |V(T')|. Als A =T, dan zijn beide leden van vergelijking
gelijk aan g G, en is het gestelde triviaal. Hieruit volgt alvast het geval |[V(T')| = 1.
Onderstel dus dat |V(I')] > 2 en dat A C I". Dan vinden we zoals in voorgaand lemma
een blad v' € V(I') \ V(A). Zij e € E(I") de unieke boog met w(e) = v', en stel a(e) = v.
We passen nu de inductiehypothese toe op de boom I' die uit I' bekomen wordt door
de boog e samen met de top v’ te verwijderen. Zij daarvoor ® = @[, en definieer ¢’

28



zoals in de opgave. Merk op dat @’ de restrictie is van ® op de deelgraaf (I'/A) van I'/A
bekomen door € en v’ te verwijderen. Door het derde punt van lemma hebben we
dus canonische isomorfismen

ko Gy = ko Gy *p, Gy
*z Gy — kg Gy xg, G
Bovendien vinden we uit de inductiehypothese een canonisch isomorfisme
U ke Gy — X5 G;
We willen nu stelling toepassen, waaruit een isomorfisme
(ke Go) *¢, G — (kg Gi) *¢. G

zou volgen dat eveneens corresponderende generatoren op elkaar afbeeldt (zie ook opmer-
king [2.1.6)). De inductiestap volgt dan door de drie laatste isomorfismen te combineren
tot een canonisch isomorfisme

ko Gy — *5 G

We moeten nog aantonen dat de voorwaarden van stelling [2.1.5|voldaan zijn. In de context
van dit bewijs komt dit neer op aantonen dat het diagram

*‘b’ Gv é Ae
&
G, = A —% B = ,q,
; Lk
G = A, i B. = G
¢e
>

*cf;l G’TI — Ae

commuteert. De groepen aan de linkerkant van het diagram bevatten elk een deelgroep die
correspondeert met A.. We blijven de notatie A, aannemen voor elk van deze deelgroepen,
aangezien de context duidelijk is. Hetzelfde geldt voor de deelgroepen corresponderend
met B, aan de rechterkant. Merk op dat het bovenste deel van het diagram automatisch
commuteert, omdat het morfisme ¢. bovenaan een lift is van het originele morfisme ¢,
eronder. Hetzelfde geldt voor het onderste deel van het diagram. Het deel in het midden
commuteert per definitie van ¢z. We moeten dus enkel aantonen dat het morfisme
compatibel is met de rest van het diagram. Maar dit volgt omdat de linkerzijde van het
diagram uitsluitend uit canonische morfismen bestaat, en dus commuteert. O

3.3 Fundamentele groepen

Definitie 3.3.1. Zij I" een eindige niet-ledige samenhangende graaf met een eindig aantal
bogen, en zij T een maximale deelboom van I'. Zij ® een groepsgraaf-structuur op I,
waarbij we de gewoonlijke notaties aannemen. Onderstel dat

Gy = (S5 |Ry)  (VveV())

29



waarbij S, = {gui | ¢ € I} onderling disjunct zijn voor elke v € V(I'). Zij
ka1, Gv = (57 | Br)

het boomproduct corresponderend met 7. De fundamentele groep van {G, | v € V(I')}
met betrekking tot {¢. | e € E(I')} en T is de groep

*5Gyoi={ S {te| e @ B(D)} | Ry, | Re, {tete=1] e ¢ E(T)} )
eZ¢E(T)

Waarbij R. = {tglae(ga(e),i)te = Qbe(ae)(gw(e),j) | Ge € Ae} voor elke e € E(F) \ E(T>

In opmerking |3.2.3| stelden we vast dat het boomproduct op een naieve manier uit-
breiden naar een notie voor willekeurige grafen subtiliteiten met zich meebrengt. Zo kan
een cykel ervoor zorgen dat twee elementen van een van de groepen G, geidentificeerd
worden in het boomproduct. Bij fundamentele groepen doen deze fenomenen zich niet
voor, aangezien we hier het boomproduct op een doordachtere manier uitbreiden. We
vertrekken nog steeds van een boom, maar we voegen nog bogen toe die een andere rol
vervullen dan degene die al aanwezig zijn. In plaats van twee deelgroepen te identificeren,
zorgen we ervoor dat deze toegevoegd worden aan elkaar. Kort gezegd kunnen we een
fundamentele groep beschouwen als een geitereerde HNN-extensie van een boomproduct.

We zullen later in gevolg zien dat de keuze van T er eigenlijk niet toe doet:
indien we een andere keuze van 7" maken, dan is het resultaat isomorf aan de originele
fundamentele groep. Dit isomorfisme is echter niet noodzakelijk canonisch. We bewijzen
eerst de analoga van de lemma’s gezien in de voorgaande sectie, maar nu in de context
van fundamentele groepen. We behouden in deze sectie de notaties van definitie [3.3.1]

Lemma 3.3.2.

1. De canonische morfismen G, — %L G, zijn injectief, en bijgevolg kan iedere groep
G, gezien worden als deelgroep van %% G,.

2. Zij A een niet-ledige samenhangende deelgraaf van I, en ¥ = ®[ . Kies mazimale
deelbomen T en T van respectievelijk A en I' zodat Ta CT. Dan is het canonische
morfisme *€A G, — %L G, goed gedefinieerd en injectief.

3. Zij gegeven een groep G met een deelgroep B < G, en ¢ : A — B een isomorfisme
met A < G, voor een zekere v € V(I'). Zij I de graaf die uit I' bekomen wordt door
het toevoegen van een boog e een een top w met ae) = v en w(e) = w. Zij P’ de
uitbreiding van ® tot een afbeelding met domein T”, waarvoor ®'(e) = ¢, ®'(€) = ¢!
en ®'(w) = G. Kies een mazimale deelboom T van T, en zij T' de maximale deelboom
van IV bekomen wit T door e en w toe te voegen. Dan is het canonische morfisme
%5 G, — (%EG,) 4 G een isomorfisme.

4. Zij gegeven een isomorfisme ¢ : A — B met A < G, en B < G, voor zekere
v,w € V(D). Zi 1" de graaf die uit T' bekomen wordt door het toevoegen van een
boog e met ae) = v en w(e) = w. Zij ' de uitbreiding van ® tot een afbeelding
met domein I", waarvoor ®(e) = ¢ en ®'(e) = ¢~1. Kies een mazimale deelboom
T van I'. Dan is T ook een maximale deelboom van I, en het canonische morfisme
(%L G,)xy — %L, G, is een isomorfisme.

Bewijs. Het bewijs gaat analoog als in lemma|3.2.4,. We bewijzen alle delen van het lemma
simultaan per inductie op |E(I")|. Onderstel opnicuw dat het eerste punt is aangetoond

30



voor een zekere waarde van |E(I")|. Voor het derde punt zien we opnieuw in dat we de
presentaties van xk, G, en (%% G,) x4 G kunnen gelijkstellen aan elkaar. Zij nu T, TV, ®
en @’ zoals in het vierde deel. Onderstel dat %4 G, = (S| R). Dan wordt een presentatie
van %%, G, gegeven door

(S, te, tz | R, Re, Re, tete =1, tet, = 1)
wat per definitie reduceert tot
(S tes te | Ry Re, Re, tete = 1)
Anderzijds kunnen we de presentatie van (% G,)x4 gelijkstellen aan
(S, te| R, Re, R,)

waarbij R, bekomen wordt door elke relatie t= lag(ga(g)z)tg = ¢z(azg)(gu(),;) in Re te

)

vervangen door ¢, ¢z(az)(gu(@),j)te = az(ga(e)i)- Beschouw nu de afbeeldingen

g—=g (9€59)
0:SU{te,te} — (k5 Go)kg : { te > te
te > t!

T:SU{te}—)*g/Gvi{gHg (g€ 5)

te — te

Men gaat na dat deze afbeeldingen uitbreiden tot morfismen 6’ : %%, G, — (% G,)*, en
7 (k1 G,)xg — %L, G, door de substitutietest. Bovendien zijn de bekomen morfismen
inversen van elkaar op generatoren, en dus ook globaal. Aangezien ¢ het canonische
morfisme is vermeld in het vierde punt, is de inductiestap voor dit punt aangetoond.

We tonen nu het tweede punt aan, waarbij we in de inductiehypothese gebruik maken
van het derde en vierde punt. Merk op dat het eerste punt opnieuw een bijzonder geval is
van het tweede. Zij dus A, I', Ta, T, ¥ en ® zoals gegeven. Als |E(I")| = 0, dan bestaat
" uit een top en is het gestelde triviaal. Onderstel dus dat |E(T")| > 0, en zonder verlies
van algemeenheid A C I'. Als I' een uiteinde heeft (i.e. een top van graad één) dat niet in
A bevat is, dan is het bewijs van de inductiestap volledig analoog als in lemma [3.2.4] Het
enige verschil is dat we hier rekening moeten houden met de gekozen maximale bomen in
de presentaties van de optredende fundamentele groepen.

Onderstel nu dat alle uiteinden van I' in A zijn bevat. We tonen aan dat we een boog
e € E(I') \ E(A) kunnen vinden waarvoor e ¢ F(T'). Onderstel dat dit niet het geval is,
dan moet E(T")\ E(T) C E(A). Neem nu een uiteinde wy € V(T) van de boom T'. Zij er
de unieke boog in 7' met w(er) = wy. Als dit ook een uiteinde is in I', dan moet wy € Tha.
Onderstel dus dat er een tweede boog er bestaat met w(er) = wy. Dan moet er € E(A),
en bijgevolg opnieuw wy € Ta. Hiermee hebben we aangetoond dat elk uiteinde van T'
bevat is in Ta, en dus moet Tpo = 7. Samen met E(I') \ E(T') C E(A) volgt hieruit dat
A =T, een contradictie.

Zijdus e ¢ E(A)UE(T). Zij I'" de samenhangende graaf bekomen uit I door de boog
e te verwijderen. Dan is T een maximale deelboom van IV, met Tao C T. Zij &' = ®[.
Uit het vierde punt, de eigenschappen van HNN-extensies en de inductiehypothese, zijn
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de canonische morfismen

01 : (*gl GU>*¢6 — *g GU
92 . *g/ GU — (*g/ Gv)*¢e
0 : ko> G, — %5, G,

injectief. Bijgevolg is het canonische morfisme 6; o0 f5 0 05 : *EA G, — *I G, injectief. [

Met de laatste twee delen van het voorgaande lemma kunnen we een interessante
observatie maken: de volgorde waarin we geamalgameerde producten of HNN-extensies
nemen is niet van belang, de resulterende groepen zullen steeds canonisch isomorf zijn
aan elkaar.

Gevolg 3.3.3.
1. Voor elke e € E(T') geldt dat G, N G ) = A, = B, in x5 Gy

a(e)

2. Voor elke e ¢ E(T) geldt dat t;'Alt, = B, in %1 G,

Bewijs. Voor e € E(T) is het bewijs analoog is als in gevolg Merk hiervoor op dat de
fundamentele groep van de deelgraaf A, bestaande uit de boog e en zijn eindtoppen, een
boomproduct is. Als e ¢ E(T), dan volgt t;'Alt, = B! uit de definiérende relaties in R,
van %% G,. Inderdaad, deze relaties zeggen ons dat in %I G, geldt dat ¢ 'alt, = ¢.(a.)
voor elke a. € A.. O

Lemma 3.3.4. Zij A een niet-ledige samenhangende deelgraaf van T, en zij I'/A de
contractie van A in I'.  Kies mazimale deelbomen Tx en T wvan respectievelijk A en T
zodat Ta € T. Dan is Trjan = T/Ta een mazimale deelboom van I'/A. Definieer ®
zoals in lemma |3.2.60, waarbij de optredende fundamentele groepen gedefinieerd zijn met
betrekking tot de voorgaande maximale deelbomen. Dan bestaat een canonisch isomorfisme

*5 Gy — k2> G (3.2)

Bewijs. We tonen eerst aan dat we Tr/a = T /Tx inderdaad kunnen zien als een maximale
deelboom van I'/A. De toppen- en bogenverzameling van T'/Ta zijn per definitie

V(T/Ta) = {0 |v e V(T)\ V(Ta)} U{w}
E(T/Ta) ={e|ee E(T)\ E(Ta)}

Anderzijds worden de toppen en bogen van I'/A gegeven door

V(L/A) ={v]veVI)\V(A)}U{w}
ET/A)={e|ec ET)\ E(A)}

Men verifieert makkelijk dat we een injectief graafmorfisme krijgen indien we de toppen en
bogen van T/Tx afbeelden op de corresponderende toppen en bogen in I'/A. Bijgevolg
kunnen we T/Ta op natuurlijke wijze beschouwen als deelgraaf van T'/A. Voor deze
identificatie hebben we enkel nodig dat Ta € A en T'\ Ta € T'\ A. Merk op dat we dit
ook impliciet gebruiken in lemma [3.2.6, waar we aannemen dat I'/A een deelgraaf is van
I'/A. We zullen deze identificatie verderop in het bewijs nog meerdere keren toepassen.
Nu bevat Tr/a elke top van I /A, en dus volstaat het aan te tonen dat Tt /A een boom is.
Maar dit volgt uit lemma [3.1.3
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We werken nu per inductie op |E(I')|. Als A =T, dan zijn beide leden van vergelijking
gelijk aan %I G,. Hieruit volgt de inductiebasis. Onderstel nu dat |F(T)| > 0, en
A C I Als I' een uiteinde heeft dat niet bevat is in A, dan is het bewijs van de
inductiestap analoog als in lemma Onderstel dus eveneens dat alle uiteinden van T’
bevat zijn in A. Dan vinden we zoals in lemma een boog e € E(I') \ E(A) waarvoor
e & E(T). Zij I'" de graaf bekomen door uit I' de boog e te verwijderen, en &' = @ ,.
Definieer @’ opnieuw zoals ervoor, waarbij de maximale deelboom Tt/ van I /A gebruikt
wordt. Uit de inductiehypothese, en door het vierde punt van lemma toe te passen
op zowel I'" als I"/A, hebben we canonische isomorfismen

ki Gy — % 2/% Gy
(kg Go)¥g, = %o Gy

T /A T /A
(*51: G{,)*¢é — >|<$F G

Bovendien volgt uit stelling [2.2.3] en opmerking dat het eerste isomorfisme uitbreidt
tot een canonisch isomorfisme

(%5 Go)g, = (x2/% G,

Met een analoog diagram als in het bewijs van lemma kan men nagaan dat het
diagram in de opgave van stelling commuteert. Door de laatste drie isomorfismen
te combineren krijgen we een isomorfisme

K0G, 40,

dat corresponderende generatoren op elkaar afbeeldt. Als randgeval verifieert men dat de
generator tz achtereenvolgens wordt afgebeeld op tz — ¢! — 171 — te. O

De volgende eigenschap is een veralgemening van lemma en lemma [2.2.2]

Lemma 3.3.5. Zij ¢, : G, — K een morfisme voor elke v € V(I'), en k., € K een
element voor elke e € E(I') \ E(T). Onderstel dat

(
1. Voor elke e € E(T) en elke a. € Ac geldt Ya(e)(ae) = Yue)(de(ae))
2. Voor elke e € E(I') \ E(T') en elke a. € A, geldt k. ae)(ae)ke = Vue)(e(ae))
3. Voor elke e € E(T)\ E(T) geldt ke = k!
Dan bestaat een unick morfisme % v, : %5 G, — K dat voldoet aan (% v,)(g') = 1u(9)
voor elke v € V(I') en g € G,, en (k) (te) = ke voor elke e € E(I') \ E(T).

Bewijs. We gebruiken opnieuw de substitutietest. Zij %1 G, = (S | R) de presenta-
tie zoals in de definitie van de fundamentele groep. Het gewenste morfisme moet een
uitbreiding zijn van de afbeelding

Gui — ¢v(gvi) (U S V(F), Gui S Sv)

G:S—>K:{
te > ke (e € E(I')\ E(T))

We moeten aantonen dat voor elke r € R geldt dat r[f(s)/s] = 1. We overlopen de
mogelijke vormen die r kan aannemen. Als r € R, voor een zekere v € V(I'), dan volgt
uit het feit dat 1, een morfisme is dat

7’[9(8)/8] - T[¢U(gvi)/gvi] - ¢fu<7ﬂ) = ¢v<1) =1
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Onderstel nu dat r = ac(ga(e)i)Pe(@e) ™ (gue);) € Re, met e € E(T). Dan is

7“[9(8)/3] = Qe Wa(e) (ga(e)ﬂ')/ga(e),i]¢e(ae)_l[¢w(e) (gw(e),j)/gw(e),j]
= ¢a(5)<a€)<¢w(e)(Qbe(ae)))_l =1

door de eerste eigenschap in de opgave. Als r =t ac(ga(e)i)te - Pe(@e) " (Gue);) € Re met
eec E(I')\ E(T), dan geldt

T[@(S)/S] = ke_lae [wa(e) (ga(e),i)/ga(e),i]ke ) ¢e(a€)_1[¢w(e) (gw(E),j)/gw(e),j]
= ke_lwa(E)(ae)ke ) <¢w(e)(¢e<ae)))_1 =1

door de tweede eigenschap. We moeten enkel nog het geval r = t.tz controleren. Maar
dit volgt makkelijk uit de derde eigenschap, want dan is

r[0(s)/s| = keks =1
[

Opmerking 3.3.6. Zij Ey(I") C E(I") een oriéntatie van de bogen van I'. Dit betekent
dat Ey(I") voor elke e € E(I') juist één van de bogen e of € bevat. In de voorgaande
stelling kunnen we ons beperken tot de bogen van Ey(I') \ E(T) bij het kiezen van de
elementen k.. Inderdaad, de andere elementen zijn dan bepaald door kz = k;!. Als
voor elke e € Eo(I') \ E(T) geldt dat &k 'tha(e)(ae)ke = tu(e)(Pelae)), dan geldt ook voor
€ & Eo(T) dat @) (9e(be)) = ks 'Yae) (be) ke, waarbij be = ¢.(a.) € B. = Az Bijgevolg
zijn de voorwaarden van lemma voldaan. We krijgen dus een uitbreiding s ¢, van
de morfismen v, waarvoor (s 1,)(t.) = k. en (k,)(tz) = k' als e € Ey(T") \ E(T).

Net zoals bij geamalgameerde producten en HNN-extensies kunnen we de groepen G,
beschouwen als deelgroepen van de fundamentele groep %1 G,. We zouden lemma m
opnieuw kunnen vertalen naar een equivalente formulering in deze context, maar we zul-
len in het vervolg enkel de voorgaande versie gebruiken om verwarring te vermijden. Uit
lemma volgt dat we bovendien elke groep *g; G, kunnen opvatten als deelgroep
van *& G, indien & en T” restricties zijn van ® en 7. We zeggen dan dat %%, G, een
canonische deelgroep is van %X G,. Merk nu op dat de canonische deelgroepen van *gf G,
overeenkomen met deze van %1 G, aangezien de optredende canonische morfismen com-
muteren. Hieruit volgt dat de canonische deelgroepen van x% G, onderling op natuurlijke
wijze genest zijn: ze vormen een soort hiérarchie, waarbij elke kleinere fundamentele groep
bevat is in de grotere. We zullen deze identificaties toepassen in de volgende sectie.

3.4 Acties op bomen

Er bestaat een verrassend verband tussen geamalgameerde producten en HNN-extensies
enerzijds, en acties van groepen op een boom anderzijds. Men kan aantonen dat elke
groep die een vrije actie heeft op een boom noodzakelijk een vrije groep is. Als de actie
niet vrij is, maar wel nog zonder inversie, dan geldt dit niet meer. Maar in dit geval zegt
stelling dat de structuur van deze actie gegeven wordt door stelling [3.4.1] In deze
sectie tonen we deze twee stellingen aan. De bewijzen zijn overgenomen uit [20], maar
volgen een licht aangepast traject en zijn grondiger uitgewerkt.
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Stelling 3.4.1. Zij I" een eindige niet-ledige samenhangende graaf met een eindig aantal
bogen, T' een mazimale deelboom van T, en Eo(I") C E(I") een willekeurige oriéntatie van
de bogen van I'. Zij

JveV() =G,

“le€ E() — ¢,
een groepsgraaf-structuur op T'. Dan bestaat een actie van de fundamentele groep %L G,
op een graaf X zonder inversie, met de volgende eigenschappen.

1. De graaf X is een boom.

2. Er bestaat een graafisomorfisme ¢ : I — X/G.

3. Er bestaat een samenhangende lift )?/E van X/G in X, die een fundamentaalgebied

T van o(T) C X/G bevat. We noteren het beeld van v € V(T) in )/(/\G als Sy, en
dat van e € E(I') als S..

4. De stabilisator van elke top S, € V()?/?;) wordt gegeven door G, en de stabilisator
van elke boog S. € E(X/G) door Ay.|. Hierbij is |e| € {e,€} zo dat |e| € Ey(I).

5. Voor elke boog e € Eo(T") \ E(T) geldt dat w(S.) & V()/(/\G), en w(Se) = te - Su(e)-

Deze actie wordt op isomorfisme na uniek bepaald door eigenschappen 2 —5. We noemen
X de graaf corresponderend met %1 G,, met betrekking tot de oriéntatie Eo(T).

Stelling 3.4.2. Zij G een groep die zonder inversie werkt op een (niet-ledige) graaf Y,
met de volgende eigenschappen.

1. De graaf'Y is een boom.

2. De quotiéntgraaf Y/G is eindig, samenhangend en heeft een eindig aantal bogen.

Dan is G isomorf met een zekere fundamentele groep xL G, en de actie G ~Y wvertaalt
zich in de actie van %L G, gegeven in stelling|3.4. 1

In [20] wordt stelling bewezen voor veralgemeende fundamentele groepen. In
dit geval kan men in stelling de voorwaarde dat Y/G eindig is en een eindig aantal
bogen heeft weglaten. Om onze versie van deze stellingen te veralgemenen, zouden we
echter eerst de resultaten van de voorgaande sectie moeten veralgemenen. We zullen ons
dus beperken tot het eindige geval.

We merken nu al op dat in het bewijs van stelling de keuze van T en Ey(I)
willekeurig zal zijn. De uitspraak dat G isomorf is met %% G,, en dat de actie zich
vertaalt in deze gegeven in stelling [3.4.1} geldt dus voor elke keuze van T en elke keuze
van Ey(I"). Hieruit vinden we twee interessante gevolgen. Eerst en vooral hangt de actie
gegeven in stelling op isomorfisme na niet af van de keuze van Ey(I"). Bovendien
vinden we het volgende resultaat dat we al eerder hadden vermeld.

Gevolg 3.4.3. Zij T en T' mazimale deelbomen van I'. Dan is
kp Gy = kg G
Een direct bewijs van deze uitspraak kan men vinden in [20, Proposition 20]. Hier
wordt iets meer bewezen: Voor elke keuze van T is %1 G, isomorf met een groep die een
veralgemening vormt van het topologische begrip van een fundamentele groep. Indien elke

G, de triviale groep is, dan komt %% G, precies overeen met de fundamentele groep van
de graaf I'. Vandaar dat we de benaming ‘fundamentele groep’ gebruiken voor %1 G,.
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3.4.1 Constructie van de actie van de fundamentele groep

Deze subsectie is gewijd aan het bewijs van stelling . Noteer G = %I G,. In het
eerste deel van het bewijs tonen we aan dat de actie inderdaad uniek bepaald moet zijn
door eigenschappen 2 — 5. Onderstel daarvoor dat er een actie » van G op een graaf
Y bestaat die voldoet aan deze eigenschappen. We zullen geleidelijk aan een graaf X
construeren en een actie ¢ van GG op X die isomorf is met . Dit laatste wil zeggen dat
er een graafisomorfisme f : Y — X bestaat zodat voor elke g € GG het diagram

¥(g)

b

X #(9) X

commuteert. Eens we dit aangetoond hebben, zal de uniciteit volgen door in te zien dat
de actie ¢ onafhankelijk is van ¢. Omdat de banen van GG in Y een partitie vormen van
Y, en omdat Y/G een lift is van Y/G, is

viy)= | [8/] EY)= ] [s]
veV(I) ecE(I)
We voeren nu de notaties S, = G, en S, = Ay in voor elke v € V(I') en e € E(I'). Dit

zullen later de toppen worden van X /G, zoals vermeld in het derde punt van de opgave.
Definieer nu
V(X) = |_| G/S, E(X) = |_| G/ S,

veV (I) ecE(T)

Door de baan-stabilisator-formule samen met het vierde punt hebben we bijecties

fo:[SY] = G/S,:g-SY — g8, (ve V(D))
fo:[S¥] = G/S,:g-SY — gS. (e € E(I))

Definieer nu f : Y — X als de bijectie verkregen door de afbeeldingen f, en f. samen te
voegen. De commutativiteit van het diagram aan het begin van het bewijs is dan equiva-
lent met het feit dat de actie van G op X gegeven wordt door linkse vermenigvuldiging,
i.e.

¢(g)(hS,) = ghS, ¢(g)(hSe) = ghS.
Verder is f een graafmorfisme als en slechts als
a(gSe) = alf(g-S2)) = flalg- ) = flg-a(S))) = 6(g)(f(al(S)))
w(gSe) = w(fg-82)) = flwlg-S)) = flg-w(SY)) = dl9)(f(w(S)))

9Se=fg-SV)=f(g-5Y)=f(g-5Y)=f(g-5) =95z

Beschouw nu bijvoorbeeld de tweede vergelijking. We kunnen hieruit als volgt de werking
afleiden van de afbeelding w : E(X) = V(X). Alse € T, dan is SY e Ty, en dus moet

w(SY) € V(Ty) C V(Y/G) In dit geval is dus f(w(S))) = f(Sh) = Su(e), Waaruit
volgt dat w(gSe) = gSu(e)- Stel nu dat e ¢ E(T). Als e € Ey(I"), dan volgt uit het vijfde
punt van de opgave dat f(w(Sz)) = f(t. SY(e)) = teSu(e), en dus w(gSe) = gteSu(e)

w

In het geval dat e € T U Ey(T') is w(SY) ¢ V(Y{/\G), en omdat Y% samenhangend is
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moet w(SY) = a(SY) € V(Y//\G) Hieruit volgt dan opnieuw w(gSe.) = gSu). Uit
a(SY) = w(SY) kan men nu de werking van « afleiden. Als e € E(T) U Ey(T'), dan is
(gSe) = gSa(e)- In het andere geval is a(gS.) = gt, ' Sa(e)-

Merk nu op dat we de graaf X hiermee volledig bepaald hebben, en dat X en ¢
inderdaad onafhankelijk zijn van Y en 1. Dit bewijst de uniciteit, want de eigenschap
dat Y een graaf is wordt overgedragen naar X via f. We gaan nu verder met de graaf X
die we hier geconstrueerd hebben. In feite weten we pas dat X een graaf is als de graaf
Y waarmee we begonnen zijn daadwerkelijk bestaat. We gaan daarom expliciet na:

Lemma 3.4.4. De bovenstaande constructie van X resulteert in een graaf.

Bewijs. Dat ¢S, = ¢S, is duidelijk. Ook geldt dat ¢S, # ¢S., aangezien we onderstellen
dat G/ Sz een disjuncte kopie is van G/S.. Alse € E(T') of e ¢ Ey(I'), dan is ook duidelijk
dat a(gS.) = w(gS.). Zij dus e € Ey(T') \ E(T). Dan geldt

Oé(ﬁ) = a(gSE) = gtglsa(é) = gtesw(e) = w(gSe)
]

Het is duidelijk dat ¢ een actie zonder inversie bepaalt op X. We gaan vervolgens na
dat ¢ aan voorwaarden 2 — 5 van de opgave voldoet. Definieer een bijectie

. JuelS] (ve V(D)
L.F—)X/G.{ei_}[se] (e € B(I)
Uit
Oz([Se]) = [&(Se)] = [Sa(E)]
w([Se]) = [w(Se)] = [Su(e)]
[Se] = [Se] = [Se]

voor elke e € E(I"), volgt dat ¢ een morfisme is. Dus ¢ is een isomorfisme. Verder stellen
we

X/G=1{S,|veVI}U{S. |ee ETD)}
T:={S,|veV(T)}U{S.|eec E(T)}

Het is duidelijk dat )?/?? een lift is van X/G in X en dat T C )?/ET’ Men gaat analoog
zoals voor ¢ na dat de afbeelding

TP v =S, (veV(T))
e S. (e € E(T))

een isomorfisme is. Bijgevolg is T een boom. Merk nu op dat elke boog S, met e ¢ E(T)

minstens één eindpunt heeft in T. Hieruit volgt de samenhangendheid van X/G.

Voor het vierde punt is het duidelijk dat de stabilisator van S, in G de deelgroep
Sy = G, zelf is, en hetzelfde geldt voor S, = Aj|.

Zijnu e € Ey(I') \ E(T'). De voorwaarde w(Se) = teS, ) in het vijfde punt volgt per
constructie. Aangezien a(Se) = Sa(e) € V()?/E?) zal w(S,) ¢ V()?/E?) volgen uit het feit
dat X een boom is. We tonen eerst het volgende aan.
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Lemma 3.4.5. De graaf X is samenhangend.

Bewijs. Beschouw een willekeurige top ¢5,. Omdat G gegenereerd wordt door de groepen
G, en de symbolen t., kunnen we g ontbinden in elementen van G, en elementen t., stel
g =19 x,. Alsx, € G, voor een zekere w € V(I'), dan bestaat een pad van g - - - ,,.5,

naar xo- - TSy = To- - Tn_15,, aangezien er een pad van S, naar S, bestaat in X/G.
Anderzijds, als z,, = t., dan geldt

Oé(Se) = Sa(e) w(Se) = anw(e) (6 S EO(F))
a(x,Se) = Sa(e) w(xnSe) = anw(e) (e & Eo(I))

In elk geval zijn Sy () en 2,5, verbonden door een boog. We vinden dan een pad van
To - 1, S, NaAr xg - - - TpSy(e), Wat op zijn beurt verbonden is met g - - - 2,-1Sq (). Men
toont nu per inductie op n aan dat er een pi(ﬁ)estaat van xg - - - £,S, naar een zekere top
Sw. Aangezien we weten dat de deelgraaf X /G samenhangend is, bewijst dit dat heel X
samenhangend is. O

We tonen nu het moeilijkste deel aan, namelijk dat X geen cykels bevat. We zullen
dit bewijzen per inductie op |E(I')|. In het triviale geval |E(I")| = 0 ziet men makkelijk
in dat X bestaat uit juist één top. De strategie voor de rest van het bewijs is als volgt.
We tonen eerst het geval |[E(I')| = 1 aan. Hierin bestaat I' ofwel uit een boog die twee
verschillende toppen verbindt, ofwel is I' een zelflus. In het eerste geval is %1 G, een
geamalgameerd product, terwijl het tweede geval correspondeert met een HNN-extensie.
In het geval |E(T)| > 2 zullen we het derde en vierde punt van lemma [3.3.2) gebruiken om
de inductiehypothese te kunnen toepassen.

Lemma 3.4.6. Als I' bestaat uit één enkele boog met twee verschillende eindtoppen, dan
is X een boom.

Bewijs. Noteer de boog van I" met e, en stel v = a(e) # w(e) = w. Door het derde punt
van lemma bestaat een canonisch isomorfisme G, x4, G, — G. Onderstel voor een

contradictie dat er een cykel in X bestaat. Stel deze voor door (¢1S,, ..., gnSe,), met
g € G ene; € {e,e}. Dan geldt

GiSu(es) = W(giSe,) = a(gi"‘lsei-s-l) = Git150(ei) (1<i<n) (3.3)

giSei 7é gi—i—l}gei_,'_1 = gi_i_lSm (1 S 1 S TL) (34)

waarbij we de indices ¢ modulo n beschouwen. Uit vergelijking (3.3)) halen we
w(e)) = 0 (Suten)) = ¢ (Satern)]) = alein) (1<i<n)
Definieer S; := Siy(e;) = Sa(erss) € {Gv, Gu} en x; == g; 'gis1. Dan geldt
X1 Ty = ]_

We tonen aan dat (x1,...,z,) een gereduceerde rij is. Uit (3.3)) volgt dat z; de top S;
stabiliseert, dus x; € S;. Per definitie is S; # S; 1 voor 1 < i < n, dus S; alterneert tussen
G, en Gy,. Verder volgt uit (3.4) dat z; ¢ S, = Aj¢|, omdat &7 = ¢;. Door gevolg[2.1.15

kan het morfisme G, *4, G\, — G niet injectief zijn, zodat we een contradictie krijgen. [

We beschouwen nu het geval waarbij I een zelflus is. Het bewijs dat X een boom
is verloopt analoog als in lemma |3.4.6] maar in dit geval gebruiken we het Lemma van
Britton (gevolg [2.2.14)).
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Lemma 3.4.7. Als I bestaat uit één enkele boog die een top met zichzelf verbindt, dan is
X een boom.

Bewijs. Zij e de unieke boog in Ey(I') en v € V(I') de top. Dan is G = G, *,,. Onderstel
opnieuw voor een contradictie dat een cykel (g1S,, ..., gnSe,) van X bestaat. Definieer

5, — {1 e;=e
0 € =€
Vergelijkingen (3.3) en (3.4)) worden in dit geval
gitgi‘sw(ei) = w(QiSGi) = a<gi+186i+1> - gi+1ti_6i+lsa(€i+1) (1 <1< n) (35)
9iSe; # 9i+15e¢i41 = Jit15e7 (I1<i<n) (3.6)

waarbij opnieuw ¢ modulo n wordt beschouwd. Zij z; == t;%g; 'g;j it} % € S, = G,,.
Als we ¢, = 25; — 1 € {+1, —1} stellen, dan geldt

ot tay - i, =1

We gaan na dat de rij (1,¢°,xq,...,t°", z,,) gereduceerd is. We krijgen dan een contra-
dictie aangezien het canonische morfisme G,*4, — G niet injectief zou zijn. Onderstel
dus ¢; = —¢g;41 voor 1 <7 < n. We hebben dan het geval waar ¢; = 1 en het geval waar
g; = —1. We bespreken eerst ¢; = 1. Dit komt overeen met ¢; = e en ¢;,; = e. Uit

(3.6) volgt dan dat g; 'gi;1 ¢ S. = A, zodat x; ¢ t-1A.t, = B, (zie gevolg|3.3.3). In het
andere geval waarbij e; = € en e;,; = e bekomt men analoog dat x; ¢ A.. O

Onderstel nu dat |E(I')| > 2. We beschouwen eerst het geval waarbij I' een blad v/
heeft. Zij ¢’ de unieke boog met w(e’) = ', en stel a(e’) = w. Zij I de graaf bekomen uit
I' door € en v' te verwijderen, en & = ®[. Noteer G’ = %1 G,, waarbij T/ = T NT".
Dan is G = G’ #4, G. We kunnen daarom G’ beschouwen als deelgroep van G. Zij

U de deelverzameling van )?/\G die overeenkomt met I'. Dan is X’ = G’ - U de graaf
corresponderend met G’ en de oriéntatie Ey(I") = Eo(I') N E(IV). Inderdaad, de definities
Sy = Gy en S, = Ay blijven onveranderd, en

v(X)= || &/s, E(X)= || G/s.

veV (1) ecB(IV)

Zij e € E(I") willekeurig. Als e € E(T"), dan is ook e € E(T), dus a(gS.) = gSa(e)
en w(gSe) = gSue) voor alle g € G'. Zijnue ¢ E(T"). Als e € Ey(I”"), dan geldt
ook e € Eo(I') \ E(T). Bijgevolg is a(gSe) = gSa(e) en w(gSe) = gteS.(e)- Een analoog
resultaat geldt voor e ¢ Fy(I”). We zien dus dat ook de functies a;, w en = geinduceerd
door X overeenkomen met deze van de graaf corresponderend met G'. We kunnen dus uit
de inductiehypothese besluiten dat X’ een boom is. Zij nu {g; | ¢ € I} een verzameling
van representanten van de linker nevenklassen van G’ in G. Omdat elke ¢ € G op
unieke wijze geschreven kan worden als g;¢' met i € [ en ¢’ € G’, vormen de deelgrafen
{g: X' | 1 € I} een partitie van de deelgraaf Y := G- U van X. Merk op dat {¢; X' |i € I}
de samenhangende componenten zijn van Y, omdat elke ¢g; X’ een graaf is. Zij X/Y de
graaf bekomen uit X door contractie van Y. Dan is

V(X/Y) = {95 | g € GYU{g:S, | i € I}
E(X/Y) = {95 | g€ G}U{gSs|g€ G}
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waarbij

(9Se’) = 9:Sw a(9S7) = gSv (g € :G")
w(QSE’) = gSy W(QSF) = GiSu (g € giG/)
9S. = gSe (e € {e €}

We tonen aan dat X/Y isomorf is met de graaf Z corresponderend met het geamalgameerd
product G’ x4 , Gy, waarbij I' bestaat uit een boog met twee verschillende eindtoppen die
respectievelijk corresponderen met G’ en G\». We zullen G’ x4, Gy identificeren met G.
De canonische deelgroepen van G’ 4, Gv en G’ komen dan overeen, en we hebben dat

V(Z) = (G/Sy) U (G/G") E(Z)=(G/S) U (G/S7)
waarbij
az(gSe) = gG’ az(957) = gSu
wz(gSer) = gSu wz(9597) = gG’
95" = g8 (e € {e.e})
Definieer nu -
gSv’ = gSv’
f: XYy —=2: gl-AS/wl—>giG'
9Se — gS. (e e {e,e})

Merk op dat uit giTS'/w = g/]§; volgt dat g; 'g; € S, < G’, zodat f goed gedefinieerd is.
Omgekeerd volgt uit gzglw #+ m dat g; # g;, zodat per definitie g;G" # g;G’. Hieruit zien
we dat f injectief is. Voor de surjectiviteit moeten we enkel aantonen dat elk element
gG" bereikt wordt. Maar dit volgt opnieuw omdat {g; | ¢ € I} een verzameling van
representanten is van de linkernevenklassen van G’ in G. Er geldt nu dat

(f(95:)) = az(gSe) = 9G' = 6:G' = f(¢:50) = f(a(gSe))
(f(957)) = az(9S=) = gSw = f(gSw) = f(a(gS=))

F(95) =357 = gSs = £(95%) = £(35.) = £(35.)

waarbij ¢ € I gekozen werd zodat g € ¢;G’, en e € {€¢/,¢'}. Analoge vergelijkingen gelden
voor w in plaats van . We hebben hiermee aangetoond dat f een isomorfisme is. Door
lemma [3.4.6 weten we dat Z een boom is, en dus is ook X/Y een boom. Omdat Y bestaat
uit een collectie van bomen, volgt uit lemma [3.1.3| en opmerking dat X een boom
is. Hiermee is het geval waarbij I' een blad heeft afgewerkt.

Onderstel nu dat I' geen bladeren heeft. De inductiestap is hier analoog als ervoor.
We bespreken daarom enkel in detail de zaken die verschillend zijn van het voorgaande
geval. We vinden een boog ¢ € Ey(I') \ E(T"). Onderstel dat a(e’) = v’ en w(e’) = w'.
We definiéren opnieuw I als de graaf be@en door €’ te verwijderen, en ® = ®[,. We
definiéren opnieuw G/ = %1, G,, U C X/G corresponderend met I, en X' = G’ - U.
Analoog als ervoor volgt uit de inductiehypothese dat X’ een boom is. Opnieuw bestaat
Y = G - U uit de bomen {g; X’ | i € I}. Het enige wat niet bevat is in Y zijn bogen van
de vorm ¢Sy met g € G. Als we X/Y opnieuw definiéren zoals ervoor, dan is

(gSer
(9Sz

Qz
Qz

—_~—

VX/Y) ={9:5v | i € I} E(X/Y) = {95 | g € G}
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waarbij

(gSe) = 9iSw a(g57) = gjSv (9 € .G, gte € g;G)
w(gSe) = 9;Sw w(9S7) = ¢:Sy (g € :G', gte € g;G")
9S. = gS: (ee{c,e})

Anderzijds wordt de graaf Z corresponderend met de HNN-extensie G'x4 , gegeven door

V(Z2)=G/¢ E(Z) = (G/S«) U(G/S7)
De afbeeldingen az, wyz en =% zijn opnieuw gedefinieerd zoals gewoonlijk. Men gaat nu
na dat
. 7 . !
FiX)Y - g {90096 _
9Se = gS. (ee{e,¢'})

een graafisomorfisme is. Bijgevolg is X/Y, en dus ook X, een boom. Hiermee sluiten we
het bewijs van stelling [3.4.1] af.

3.4.2 Karakterisatie van groepsacties zonder inversie op bomen

We nemen in deze subsectie de notaties aan die gegeven zijn in de opgave van stelling[3.4.2]
Dus G is een groep, en Y is de boom waarop G werkt. Omdat Y/G eindig en samenhan-
gend is, vinden we een maximale deelboom T van Y/G. Uit lemma vinden we een
fundamentaalgebied T van T in Y. Noteer het isomorfisme als

L:T%T:{UHS}}V (v e V(T))
e SY (e € E(T))

We breiden nu ¢ uit tot een afbeelding ¢ : Y/G — Y//\G, waarbij Y//\G een samenhangende
lift is van Y/G in Y. We zullen dit doen door geleidelijk aan bogen toe te voegen aan T,
op een analoge manier zoals in het bewijs van lemma [3.1.9] Kies daarvoor een willekeurige
oriéntatie Ey(Y/G) C E(Y/G), enzije € Ey(Y/G)\ E(T) willekeurig. Kies dan é € E(Y)
met [é] = e. Dan is [a(é)] = «a([é]) € V(T), dus vinden we g. € G zodat a(g. - €) =

~

ge - a(é) € V(T). We stellen dan SY := g, - é. Verder stellen we S := SY. Merk op dat
w(SY) ¢ V(Y//\G), want SY ¢ E(T) en Y is een boom. Zij voor elke e € Ey(Y/G)\ E(T),
ke € G z0 dat w(S)) = k.- SY ). Deze elementen bestaan omdat [w(SY)] = w(e) = [SY]-
We definiéren nu kz = k_!. Zij verder G, en G, de stabilisatoren in G van respectievelijk
de toppen SY en de bogen SY van Y//\G’ Definieer een groepsgraaf-structuur op Y/G door

. {v nyes (v e V(Y/G))
e o (e € E(Y/G))

waarbij we ¢, als volgt definiéren. In het geval e € E(T) zijn Gage) en Gy de sta-
bilisatoren van de eindtoppen van de boog S). Bijgevolg is Gae) N Guey = Ge, en
we kunnen ¢, = idg, stellen. Als nu e € Ey(Y/G) \ E(T), dan hebben we enkel dat
Ge < Goe)- Maar uit k, - Sf(e) = w(SY) volgt dat k;'G k. < Gu(e)- We kunnen dus
¢ : Go — k'Gek. : g — kI'gk. stellen. In het laatste geval waar e ¢ E(T) en
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e ¢ Fy(Y/G) stellen we ¢. = ¢z'. De voorwaarden van lemma [3.3.5 zijn triviaal vol-
daan als we 1, gelijkstellen aan de inclusie G,, — G (zie ook opmerking [3.3.6). Bijgevolg
breiden deze inclusies uit tot een morfisme

%, ke Gy — G

waarvoor (k1 )(t.) = ke.
Zij vervolgens X de graaf van stelling corresponderend met %X G, en de oriéntatie
Ey(Y/G) van Y/G. We zullen een morfisme f : X — Y construeren waarvoor het diagram

X 44X

)

v (kPo)(g
commuteert, voor elke g € %L G,. Definieer hiervoor

.Y Y
Fox sy fsS RS wevva)
9Se = (k1) (g) - Se (e € E(Y/G))
Dat bovenstaand diagram commuteert is dan triviaal.

Lemma 3.4.8. De afbeelding f : X — 'Y is een graafmorfisme.

Bewijs. Er geldt

F(g5e) = (k¥u)(g) - Sz = (k1)(g) - ST = f(95e)

Met een gevallenonderscheid voor e € F(Y/G) gaat men bovendien makkelijk na dat f
commuteert met o en w. Als bijvoorbeeld e € Ey(Y/G) \ E(T), dan is

a(f(gSe)) = (x1.,)(9) - a(S2) = (k ¥u)(g) - Sie) = f(9Sace)) = flalgSe))
W(f(95e)) = (k1) (g) - w(S2) = (k1) (9) - ke - Siey = (kW) (gte) - Sie) = F(w(gSe))

]

Van zodra we aantonen dat % 1, en f isomorfismen zijn, is stelling bewezen. Dit
zal volgen uit het feit dat Y een boom is. We beginnen met:

Lemma 3.4.9. f is surjectief.

Bewijs. We moeten aantonen dat H - Y//\G =Y, waarbij H het beeld is van % ¢, in G.
Aangezien Y een boom is volstaat het aan te tonen dat als a(e) € H - Y//\G, dan ook
e,w(e) € H - Y//\G Door een argument per inductie toont men dan aan dat elke boog
en elke top van Y bevat zijn in H - Y//\G (Merk op dat h-e = h-e voor elke h € H).
We mogen zonder verlies van algemeenheid onderstellen dat a(e) € V(Y//\G) Nu vinden
we g € G en Sz(/) € E(Y//\G) zodat g - Sgg = e, en we moeten aantonen dat g € H. Als
eo € BE(T) U Ey(Y/G), dan hebben we dat g - S}y = a(g- S)) = ale) € V(Y//\G) Maar
ook SY..) € V(Y/G), en [g - Sateo)) = [Siepy] = @(eo). Omdat Y/G een lift is van Y/G
moet g - Sg(eo) = S};(eo). Dus g is bevat in de stabilisator van ng(eo), ie. g € Gyurey). Nuis
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Ga(ey) < H aangezien * 1), een uitbreiding is van de inclusie G, — G. Onderstel nu
dat eg ¢ E(T)U Ep(T'). In dit geval is

Gk Sk = Gk Shiay = wlg - %) = alg- SY) = ale) € V(Y/@)

Analoog als ervoor vinden we dat gk:;ol € Ga(e)s dus g € keyGoe)- Nuis keyGo(eg) < H
want ke, = (5k 1) (te,)- O

Lemma 3.4.10. % v, is surjectief.

Bewijs. Zij g € G willekeurig. We moeten aantonen dat g € H. Kies hiervoor willekeurig
SY € V(Y/G) en beschouw de top g-SY € V(Y). We vinden h € H zodat g-SY = h-SY.
Danis h"l¢g e G, < H,endus g € H. ]

Om de injectiviteit van f aan te tonen hebben we eerst het volgende hulplemma nodig.

Lemma 3.4.11. f is lokaal injectief, m.a.w. f s injectief op elke verzameling bogen die
starten in dezelfde top.

Bewijs. 7ij gSe,, hSe, € E(X) met a(gSe,) = a(hSe,). Men ziet makkelijk in dat nood-
zakelijk e; = ey = ¢ E E(X). We moeten aantonen dat uit (% 1,)(g)-SY = (k1) (h)-SY
volgt dat ¢S, = hS,. Om verwarring te vermijden zullen we de deelgroepen van %% G,
corresponderend met G, A, en B, noteren als respectievelijk G/, Al en B.. Hierbij zijn
A. en B, de deelgroepen van G () en Gy waaruit ¢, vertrekt en emdlgt respectievelijk.
Het volstaat nu om aan te tonen dat (s wv)( ~'h) € G impliceert dat g~'h € A, want
door stelling is Al de stabilisator van S.. We hebben voor elke e € E(Y/G) een

commutatief diagram

a(e) A, By ()
GI ; = g GI
a(e) e e w(e)

Merk nu op dat de pijlen die van boven naar onder gaan in het diagram overeenkomen
met %k 1,. Onderstel eerst dat e € E(T) U Ey(Y/G). Dan vinden we uit a(gS.) = a(hS.)
dat g~'h € G,). Hieruit volgt dan g~'h = (kt,)(g7'h) € G, = A, = A, Zij nu
e ¢ Eo(Y/G) U E(T). Dan geeft a(gS.) = a(hS.) dat t.g~'ht;' € GI,,,. Dus geldt
tegthtt = (kb)) (teg thtT!) = (ke(k o) (g R)E) € (keGek') = AL Omdat ¢,
gegeven wordt door toevoeging met t., volgt dat g 1h € B = A\/el' H

Lemma 3.4.12. f is injectief.

Bewijs. Kies twee verschillende toppen v,w € V(Y). We moeten aantonen dat f(v) #
f(w). Indien v en w bogen zijn blijft het argument hetzelfde. Omdat Y een boom
is, bestaat een uniek injectief pad in Y dat start in v en eindigt in w. Zij dit pad
gegeven door P = (vg,e1,v1,...,6,,0,), met vg = v en v, = w. Beschouw nu f(P) =
(f(vo), fer), f(v1),..., f(en), f(vn)). Omdat f een morfisme is, vormt f(P) een pad in
X. Omdat X een boom is, volstaat het aan te tonen dat het pad f(P) lokaal injectief is,
want daaruit volgt f(v) = f(vo) # f(vn) = f(w). Maar dit geldt omdat f lokaal injectief
is, want uit f(e;1) = f(e;) zou volgen dat f(ei1) = f(€), en afeir1) = w(e;) = a(e). O

Lemma 3.4.13. %1, is injectief.
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Bewijs. Zij g € N = ker(>k 1),) niet-triviaal. Kies een willekeurige top S, van X. Omdat
% 1, injectief is op Gy, is g ¢ G,. Dit wil zeggen dat ¢S, verschillend is van S, in X.
Maar f(gS,) = (x1,)(g) - SY = 8SY = f(S,), strijdig met het feit dat f injectief is. [

Met dit laatste lemma volgt dat de actie van G op Y isomorf is met deze van %% G,
op X, en hiermee is stelling bewezen.

De structuur van de boom X waarop %% G, werkt is in het algemeen niet makkelijk
te beschrijven. Deze boom heeft meestal een oneindig aantal vertakkingen vanuit elke
top. In het eenvoudigste geval waar %% G, = G x, H een geamalgameerd product is,
vormt X een bipartiete graaf waarvan de ene helft van de toppen correspondeert met de
nevenklassen van G en G *4 H, en de andere helft met de nevenklassen van H. De bogen
zijn de nevenklassen van de deelgroepen A en B in G *, H. Een top van de vorm zG
is verbonden met een boog yA indien xG = yG, ofwel y € xG. Hieruit volgt dat er een
bijectie bestaat tussen de bogen startend vanuit G en de elementen van G/A.

3.5 Applicaties

Het volgende lemma is overgenomen uit [20, Propositie 19].

Lemma 3.5.1. Zij G een groep die zonder inversie werkt op een boom I'. Als er een niet-
ledige deelverzameling S C V (I') bestaat zodat G-S begrensd is inT', dan is Fixy ) (G) # 0.

Bewijs. 7Zij A C I' de deelboom gegenereerd door G - S. Dit betekent dat A bestaat
uit elk pad dat twee verschillende toppen van G - S verbindt. Dan is A een begrensde
boom, en bovendien induceert de actie van G op I' een actie van G op A. Per inductie
op de diameter van A tonen we aan dat er een fixpunt van G in V(A) bestaat. Als
Diam(A) = 0, dan is het gestelde triviaal. Als Diam(A) = 1, dan bestaat A uit twee
toppen verbonden door een boog. Aangezien G zonder inversie werkt, worden beide
bogen van A vastgehouden, en dus ook alle twee de toppen van A. Onderstel nu dat
Diam(A) > 2. Zij A’ de boom bekomen uit A door alle bladeren, samen met alle bogen
die een blad als eindpunt hebben, te verwijderen. Beschouw de actie van een element g € G
op A. Aangezien dit element werkt als een automorfisme moeten bladeren op bladeren
worden afgebeeld, en niet-bladeren op niet-bladeren. Bijgevolg vormt de restrictie van g
tot A’ een automorfisme van A’; en dit voor alle g € G. Dus de actie van G op A induceert
een actie van G op A’. Omdat Diam(A’) = Diam(A)—2, kunnen we de inductiehypothese
toepassen, waaruit het gestelde volgt. O]

De formulering van het volgende lemma veralgemeent [20, Stelling 8], maar het bewijs
blijft ongewijzigd.
Stelling 3.5.2. Als K < %I G, een eindige deelgroep is, dan is K bevat in een toegevoegde
van één van de groepen G.,.
Bewijs. Noteer G = %L G,. Uit stelling vinden we een boom X waarop G zonder
inversie werkt, en een samenhangende lift X/G C X van X/G. Bovendien worden de
stabilisatoren van de toppen van X /G gegeven door de groepen G,. Omdat K eindig is,

is ook K-V (X/G) eindig, dus begrensd. Bovendien induceert de actie van G op X een actie
van K op X, dus kunnen we het voorgaande lemma toepassen met K en X in de plaats van
G en I'. Hieruit volgt dat er een zekere top xS, van X gefixeerd wordt door K, met x € G

en S, € V()?/\G) Dit betekent dat K < Stabg(zS,) = x Stabg(S,)z™ = 2G,z7'. O
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Beschouwen we de specificke gevallen waarin %L G, een geamalgameerd product of
een HNN-extensie is, dan vinden we de volgende twee resultaten.

Gevolg 3.5.3. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B < H, en ¢ : A —
B een isomorfisme. Als K < G x4 H een eindige deelgroep is, dan is K bevat in een
toegevoegde van één van de factoren van G x, H.

Gevolg 3.5.4. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A — B een
isomorfisme. Als K < Gx, een eindige deelgroep is, dan is K bevat in een toegevoegde
van de basis van Gxg.

Voor we dit hoofdstuk afsluiten geven we nog de volgende twee stellingen zonder
bewijs. Deze algemene resultaten zullen later nog van pas komen.

Stelling 3.5.5 (Nielsen-Schreier). Elke deelgroep H < F van een vrije groep F' is opnieuw
een vrije groep.

Bewijs. We verwijzen hiervoor naar [20, Stelling 5]. Men heeft de resultaten van de
voorgaande sectie eigenlijk niet nodig om dit te bewijzen. O

We noteren de rang van een willekeurige groep G als rk(G). Dit is het minimale aantal
elementen waarmee GG voortgebracht kan worden. Indien G niet eindig voortgebracht is,
dan stellen we per conventie rk(G) = oo. Verder wordt het vrij product sk;c; G; van
een willekeurige familie van groepen {G; | i € I} gedefinieerd als de groep waarvan de
presentatie bekomen wordt door alle presentaties van de groepen G; bij elkaar te voegen.

Stelling 3.5.6 (Grushko-Neumann). Voor elke verzameling I en elke familie van groepen
{G; | i €1} geldt dat rk(k;c; Gi) = Y icr Tk(G).

Bewijs. Een relatief kort bewijs dat gebruikt maakt van Bass-Serre-theorie wordt gegeven
in [5][Stelling 10.6]. O
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Hoofdstuk 1V
Stallings-theorie

4.1 Bipolaire structuren

Definitie 4.1.1. Zij G een groep. Een bipolaire structuur op G is een partitie van G
in deelverzamelingen F, FE, FE*, E*FE, E*E* die voldoen aan de volgende eigenschappen
(Hierbij zijn X,Y,Z, X; € {E, E*}, en we nemen aan dat E** = E):

1. F' is een deelgroep van GG

2. Als fe Fenge XY, dan gf € XY
3. Alsge XY, dan gt e YX

4. Alsge XY enheY*Z, dan gh € XZ
5

. Voor elke g € G bestaat een N(g) € N zodat g = g1---¢, met g; € X; 1 X/
impliceert dat n < N(g)

6. EE* £ ()

In Stallings’ originele artikel [22] werd een bipolaire structuur gedefinieerd als een
partitie van een groep G in zes verzamelingen. Naast de verzamelingen die we hier be-
schouwen was er een bijkomende verzameling S, samen met twee bijkomende axioma’s
die restricties leggen op S. We werken hier met de compactere definitie gegeven in [14],
aangezien dit voor onze doeleinden volstaat. De verzameling S is van belang in het bewijs
van de karakterisatie van groepen met een oneindig aantal uiteinden (stelling .

De gekende normaalvormen van het geamalgameerd product en de HNN-extensie bie-
den een manier om een bipolaire structuur op deze groepen te definiéren. Dit wordt
duidelijk gemaakt door de volgende voorbeelden, die afkomstig zijn uit [14, p. 207-208].

Voorbeeld 4.1.2. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B < H, en ¢ :
A — B een isomorfisme. Zij Ty, Tp verzamelingen van representanten van de rechter
nevenklassen van respectievelijk A in G en B in H. Als A = G of B = H, dan noemen
we G x, H een triviaal geamalgameerd product. Merk op dat een triviaal geamalgameerd
product isomorf is met één van zijn factoren GG of H. Voor dit voorbeeld is het belangrijk
dat we onderstellen dat G *, H niet-triviaal is, dus A # G' en B # H. We construeren een
bipolaire structuur op G *4 H als volgt. Elk element x € G *4 H heeft een normaalvorm
T = xg - x, die voldoet aan de eigenschappen van stelling [2.1.7. We definiéren F als de
verzameling van al deze elementen x waarvoor n = 0, i.e. © = x( in normaalvorm. Voor
elementen x waarvoor n > 0 stellen we verder

r€FEE < 11 €Ty \{1} ANz, € Ta\ {1}
r€ BE" < x € Ty\{1} Nz, € Tp\ {1}
r€EFE'E < x1 €T\ {1} Nz, € T4\ {1}
r€ E'E" <= x, €T\ {1} Nz, €T\ {1}
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Dat {F, EE,EE* E*E, E*E*} een partitie is van G %4 H volgt uit de uniciteit van de
normaalvorm. We gaan nu de axioma’s na. Het eerste axioma is duidelijk, aangezien F'
in dit geval wordt gegeven door A < G *4 H. Het zesde axioma volgt uit het feit dat
G 4 H niet-triviaal is, zodat Ty # {1} en T # {1}. We tonen het vierde axioma aan.
Beschouw bijvoorbeeld het geval waar g € FE en h € E*E*. Zij de normaalvormen van
g en h gegeven door g = gog1 - - - g, €n h = hohy -+ - hy,. Danis gh = gog1 - - - gnhohi - - - by,
waarbij de laatste uitdrukking niet noodzakelijk een normaalvorm voorstelt. Zij gh =
xo - - - T in normaalvorm. We moeten aantonen dat k > 0, x1 € T4\ {1} en x, € T\ {1}.
We kunnen hiervoor stelling [2.1.14] gebruiken, als volgt. In het geval £ = 0 zijn zowel
(o) als (gog1, - - - gn, hohi, . .., hy) gereduceerde rijen. Het product van deze rijen is dan
gelijk, maar dit is onmogelijk doordat de lengtes van de rijen verschillen. Als & > 0, dan
is (zox1,...,x) gereduceerd, en uit stelling volgt dat zox; en x; respectievelijk
tot dezelfde factor behoren als gpg; en h,,. Dan geldt inderdaad dat z; € T4 \ {1} en
z € Tp \ {1}. Deze strategic kan men in het algemeen toepassen om alle gevallen van
axioma 4 na te gaan, alsook axioma’s 2 en 3. We gaan tenslotte het vijfde axioma na. Zij
g € G willekeurig. Als g = 7 - - - x; de normaalvorm is van g, dan stellen we N(g) = k.
Onderstel dat g = ¢; - - - g, met ¢g; € X;_1X;. Door elke g; te ontbinden in normaalvorm
vinden we dat g; - - - g, het product is van een gereduceerde rij van lengte minstens n. Stel
dus g1+ gn = Y1 Ym, waarbij m > n en (yi,...,ymn) gereduceerd is. Het geval k = 0
kan zich niet voordoen. Inderdaad, door stelling moet dan gelden dat m = 1 en
Y1 = 19 € A, maar zelfs als m = 1is y; ¢ A. Zij dus k& > 0. Dan moet door stelling [2.1.14]
gelden dat m = k, en bijgevolg n < m = N(g).

Voorbeeld 4.1.3. Zij G een groep met deelgroepen A < Gen B< G, en ¢: A — B een
isomorfisme. Zij T4, T's verzamelingen van representanten van de rechter nevenklassen van
respectievelijk A en B in G. Beschouw de HNN-extensie G*,, waarin we GG beschouwen
als deelgroep. We definiéren een bipolaire structuur op G*4 analoog als in voorgaand
voorbeeld. Zij x € G*4, en onderstel dat x = xot**z; - --t°"x, in normaalvorm. We
definiéren F' als de deelgroep A, dus x € F <= n =0A xg € A. Verder stellen we

r € FE <—
r € FE" «—
r€EF'E <—
r € B*E" <—

o € G\NA)V (e1=-1))A((xzn, € G\ A)V (g, = +1))
70 € G\ A)V (1 = —1)) A (20 € A) A (0 = —1))
g€ AN(er=4+1)A (2, € G\ A)V (g, = +1))

zg € A) A (g1 = +1)) A ((zn € A) A (e, = —1))

waarbij we ervan uitgaan dat een voorwaarde zoals €, = —1 nooit vervuld is wanneer
n = 0. Men gaat na dat voor elke x ¢ A juist één van de vier bovenstaande formules moet
gelden, zodat deze verzamelingen een partitie vormen van GG. Het zesde axioma volgt om-
dat t=! € EE*. Als voorbeeld demonstreren we hoe men het vierde axioma bewijst, in het
geval dat g € EE en h € E*E*. De andere gevallen zijn analoog. Zij g = got®'g1 - - - t°" gy,
en h = hot’*hy - - - t°»h,, de normaalvormen van ¢ en h. Men gaat na dat met de voor-
waarden opgelegd op g en h de rij (go, t°*, g1, . . . , 15", gnho, 1%, ha, ..., 19" h,,) gereduceerd
is. Zij nu gh = xt%x, - - - t%x), in normaalvorm, dan is ook (xg, %, x1,...,t%, 1) gere-
duceerd. We tonen eerst aan dat (zg € G\ A) V ((1 = —1). In het geval n = 0 moet
go € G\ A, en omdat hy € A en 6; = +1 volgt het gestelde uit het vierde punt van
stelling 2.2.13] Zij nu n > 0. Indien &y = —1, dan is {; = —1. Stel dus eveneens dat
g1 = +1. Dan moet gy € G\ A en we bevinden ons opnieuw in dezelfde situatie als bij
het geval n = 0. Dat (zx € A) A ({ = —1) volgt uit h,, € A en 6, = —1. Men bewijst
axioma’s 2 en 3 op een gelijkaardige manier. We tonen tenslotte nog axioma 5 aan. Zij
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g=g1---gp,met g; € X;_1X]. Zoals in voorgaand voorbeeld kunnen we elke g; ontbinden
in normaalvorm zodat gy - - - g, = Yot*'y1 - - - "y, waarbij (yo, t%, y1, . . ., ", Y, ) geredu-
ceerd is. Merk nu op dat als g; € EE* of g; € E*E, dan levert g; minstens één factor %
op in deze gereduceerde rij. Als g; € E*E*, dan zijn dit twee zulke factoren. Bijgevolg is
m minstens het aantal keer dat £* voorkomt in het woord Xy X7X; X5 --- X,,_; X, wat op
zijn beurt minstens n — 1 is. Dus n < m+ 1. Zij nu ¢ = zot%'a; - - - t%x;, in normaalvorm.
Uit stelling volgt dat m = k, dus kunnen we N(g) := k + 1 stellen.

Ons volgende doel is om aan te tonen dat de voorgaande twee voorbeelden de enige
voorbeelden zijn. Meer precies zullen we aantonen dat elke groep G waarop men een
bipolaire structuur kan definiéren een niet-triviaal geamalgameerd product of een HNN-
extensie is. Hiervoor hebben we het begrip van een irreducibel element nodig.

Definitie 4.1.4. Zij G een groep met een bipolaire structuur {F, EE, EE*, E*E, E*E*}.
Een element p € G wordt irreducibel genoemd als p niet kan geschreven worden als
p = gh, waarbij g € XY en h € Y*Z.

Merk op dat elk element p € F' irreducibel is door axioma 4 en het feit dat F' disjunct
is met de andere verzamelingen van de bipolaire structuur. Bovendien wordt door axioma
5 elke groep met een bipolaire structuur voortgebracht door zijn irreducibele elementen.

Men kan de irreducibele elementen ook zien als de elementen g € G waarvoor N(g) =1
kan worden gekozen. Hieruit volgt alvast dat elk element van G U H in voorbeeld
irreducibel is. Omgekeerd heeft elk element dat niet bevat is in G U H lengte minstens
twee, waaruit we zien dat zo’n element niet irreducibel kan zijn. We besluiten dus dat de
irreducibele elementen van een niet-triviaal geamalgameerd product juist de elementen
zijn die bevat zijn in één van de factoren. Analoog is elk element van G irreducibel in
voorbeeld [4.1.3] maar in dit geval zijn dit niet de enige irreducibele elementen. We bere-
kenen de andere irreducibele elementen binnenkort in voorbeeld 4.1.8. Eerst onderzoeken
we een aantal eigenschappen van deze elementen.

De volgende drie lemma’s worden bewezen in [14, p. 209]. In de opgave van deze
lemma’s gaan we ervan uit dat we beschikken over een groep G uitgerust met een bipolaire
structuur {F, EE, EE*, E*E, E*E*}. De symbolen XY, Z stellen opnieuw E of E* voor.

Lemma 4.1.5. Als g € XY irreducibel is, dan is ook g=* € Y X idrreducibel.

Bewijs. Door axioma 3 moet g~ € Y X. Als g~ ! niet irreducibel is, dan volgt per definitie
en uit axioma 4 dat g7 = pg, met p € YZ en ¢ € Z*X voor een zekere Z € {E, E*}.
Maar dan is ¢ = ¢ 'p~!, met ¢! € XZ* en p~! € ZY door axioma 3, strijdig met het
feit dat ¢ irreducibel is. O

Lemma 4.1.6. Als g € XY en h € YZ irreducibel zijn, dan is gh € F U X Z irreducibel.

Bewijs. Onderstel voor een contradictie dat gh ¢ F U XZ. De gevallen die overblijven
zijn gh € X*W of gh € W Z* voor een zekere W € {E, E*}. Als bijvoorbeeld gh € X*W,
dan geldt h = g~*(gh) met g7' € Y X door axioma 1. Dit geeft een contradictie omdat h
irreducibel is. Als gh € WZ*, dan vinden we een analoge contradictie uit g = (gh)h™'.
We tonen vervolgens aan dat gh irreducibel is. Als dit niet zo is, dan volgt uit de definitie
en axioma 4 dat gh = pq, met p € XW en ¢ € W*Z voor een zekere W € {E, E*}. Omdat
h irreducibel is, is ook h™! = ¢~!(¢gh™') irreducibel door lemma Dus moet gelden
dat ¢gh™' € FUW*V voor een zekere V € {E,E*}. Maar ¢h™' € W*V kan zich niet
voordoen omdat g = p(gh™!) irreducibel is. Dus moet ¢gh™ € F en g = p(¢h™') € XW
door axioma 2. Hieruit volgt dan W =Y. Maar dan is h™! = ¢ (¢h™') € ZY™* door
axioma’s 2 en 3, een strijdigheid. O]
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Lemma 4.1.7. Als g € XY irreducibel is en f € F, dan zijn fg,g9f € XY irreducibel.

Bewijs. Door axioma 2 is gf € XY. Als gf niet irreducibel is, dan is ¢ = p(qf~!) ook
niet irreducibel door axioma’s 1 en 2, een contradictie. Door lemma {4.1.5(en axioma 3 is
ook g7! € Y X irreducibel. Uit het eerste deel van het bewijs volgt dan dat g7 f~' € YX
irreducibel is. Opnieuw toepassen van lemma levert dat fg = (¢7'f7')~' € XYV
irreducibel is. O

Het volgende voorbeeld is zelfstandig uitgewerkt.

Voorbeeld 4.1.8. We hadden eerder al opgemerkt dat de irreducibele elementen van een
niet-triviaal geamalgameerd product juist de elementen van de factoren zijn. Beschouw nu
een HNN-extensie G4 met een bipolaire structuur zoals in voorbeeld Zijr € ER*
willekeurig. Dan is de normaalvorm van z van de vorm = = zot°'@; - - - x,_1t 1. Stel eerst
dat n > 2. Als ¢ = —1, dan is xgt®* € EE*. Indien x; = 1 moet ¢9 = —1, zodat
in ieder geval xt%2---x, 1t~ € EE*. Dus x is niet irreducibel. Stel nu dat e = +1.
Dan is 79 € G \ A, zodat xy € FE. Ook is t“'xy -+ -2, 1t~ ' € E*E*, dus x is opnieuw
niet irreducibel. Er rest enkel nog het geval n = 1 te beschouwen, waarbij x = xot .
Als z in dit geval niet irreducibel zou zijn, dan moet x = pq met ofwel p € EE* en
q € EE*, ofwel p € EFE en ¢ € E*E*. In beide gevallen bevat de normaalvorm van
pq twee factoren t*!, een strijdigheid. We besluiten dus dat de irreducibele elementen
van EE* van de vorm ¢gt~! zijn, met ¢ € G. Door lemma kennen we ook de
irreducibele elementen van E*FE: het zijn de inversen van deze van FE*, wat neerkomt
op elementen x = xotxr; met zyp € A. We vermelden nog zonder bewijs dat men op een
gelijkaardige manier de irreducibele elementen van FE en E*E* kan berekenen. Deze
zijn respectievelijk de elementen van G \ A en de elementen van de vorm z = xotat ™1,
met xg € A en x; € T\ {1}. Dat deze elementen inderdaad irreducibel zijn volgt
makkelijk uit lemma door irreducibele elementen van E*E en EE* met elkaar te
vermenigvuldigen.

Het bewijs van het volgende resultaat is afkomstig uit [I4, Hoofdstuk 4, Stelling 6.5].

Stelling 4.1.9. Zij G een groep met een bipolaire structuur {F, EE, EE* E*E  E*E*}.
Dan is G isomorf met een niet-triviaal geamalgameerd product of een HNN-extensie, en
de bipolaire structuur op G vertaalt zich onder dit isomorfisme naar één van de bipolaire
structuren gezien in voorbeelden|4.1.2 en|4.1.5,

Bewijs. We definiéren
G, = FU{x € EFFE | x is irreducibel }
Gy = FU{x € E"E" | z is irreducibel }

Uit axioma 1 en lemma’s [4.1.5] [£.1.6] en [£.1.7] volgt dat G en G5 deelgroepen zijn van de
groep GG. We hebben nu twee gevallen.

GEVAL 1. Onderstel eerst dat de verzameling F'E* geen irreducibele elementen bevat. We
tonen aan dat G = G x4 G, waarbij ¢ = idp. Definieer hiervoor de inclusies ¢ : G; — G
en y : Go — G. Door lemma breiden deze morfismen uit tot een morfisme

Yxrx Gy Gy = G

zodat (¢ * x)(91) = ¢(g1) = g1 en (¢ x)(g2) = x(g2) = g2 voor alle g1 € Gy en g; € Go.
We tonen aan dat dit een isomorfisme is. Door lemma bevat E*E eveneens geen
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irreducibele elementen, en bijgevolg zijn de irreducibele elementen juist de elementen
van G U Gy. Nu volgt uit axioma 5 dat G wordt voortgebracht door zijn irreducibele
elementen, dus door G; UG,. Hieruit volgt alvast dat elke g € G bereikt wordt door ¥y,
dus dat v * y surjectief is.

Het is makkelijk om in te zien dat G x4 G een niet-triviaal geamalgameerd product
is: als bijvoorbeeld G; = F', dan wordt GG voortgebracht door G5, dus G = (G. Maar dan
zou EE* = (), wat niet kan door axioma 6. Een analoog argument geldt als G, = F.

We noteren vervolgens de bipolaire structuur van G x4 G gegeven in voorbeeld
als {F',EE,EE*, E*E, E*E*}. We tonen aan dat voor elke g € Gy x4 Gy geldt dat
geEF = (Yxx)(g9) € Fenge XY = (¢¥xx)(9) € XY. Omdat 1 * x injectief is op
F’ volgt dan dat (¢ * x)(g) # 1 wanneer g # 1, dus dat 1 x x injectief is. De implicaties
gEF = (Yxx)(g) € Fenge XY = (¢¥xx)(g9) € XY worden dan equivalenties.

Als g € F' ) danis ¢ = f' met f € F, en (¢ x x)(9) = f € F. Onderstel nu
dat ¢ € XY, en zij g = ¢{---¢,, in normaalvorm. We tonen per inductie op n aan
dat (¥ *x)(g9) = go---gn € XY . Het geval n = 0 kan zich niet voordoen, want dan zou
geF'. Alsn=1,danisg € G{\F' C EF of g € G,\ F' C E*E*, waaruit respectievelijk
(Y*x)(g) € G\ F C EE of (¢ *x)(g9) € G2\ F C E*E*. Onderstel nu dat n > 2. We
beschouwen het geval waarbij g € EE*. De andere gevallen gaan analoog. Dan geldt dat
g, € GL\ I, zodat g, € Go \ FF C E*E*. Er moet ook gelden dat g, , € G \ I, en dus
9 gh_1 € EE. Danis gy - gn—1 € EE door de inductichypothese. Uit axioma 4 volgt
nu dat go--- g, € EE*. Dit vervolledigt het eerste deel van het bewijs.

GEVAL 2. Stel nu dat E*E een irreducibel element k bevat. We tonen aan dat in dit
geval G = Gyxg, waarbij ¢ : F — k™ 'Fk : f — k~'fk. Merk op dat k= fk € Gy door
lemma’s [£.1.5, A£.1.6| en [£.1.7] Zij v : G; — G opnieuw gedefinieerd als de inclusie. Door
lemma, breidt v uit tot een morfisme

\DZGl*gf)%G

zodat U(g') = 1(g9) = g voor elke g € Gy, en U(t) = k. We tonen opnieuw aan dat
dit een isomorfisme is. Voor de surjectiviteit volstaat het aan te tonen dat G wordt
voortgebracht door G; en het element k € G. Daarvoor volstaat het dat elk irreducibel
element bevat is in de deelgroep voortgebracht door Gy en k. Zij dus g € G irreducibel.
Als g € FU EFE, dan is het gestelde duidelijk. Als g € EE*, dan is gk € G, irreducibel
door lemma [L.1.6] en g = (gk)k~!. Als g € E*E, dan is g~' € FE* en herleiden we het
gestelde tot het voorgaande geval. In het laatste geval waarbij g € E*E* is gk € FUE*E
irreducibel. Als gk € F', dan zijn we klaar. Als gk € E*FE, dan worden we opnieuw herleid
tot het tweede geval. Dit bewijst de surjectiviteit. Noteer nu de bipolaire structuur van
G*4 gegeven in voorbeeld als {F',EE, EE* E*E,E*E*}. We tonen opnieuw de
implicaties g € F/ = VU(g) € Fen g € XY = U(g) € XY aan. Hieruit volgt dan
de injectiviteit van ¥, en de implicaties worden equivalenties.

Als g € F', dan is ¥(g) € F opnieuw triviaal. Veronderstel dus dat ¢ € XY, en zij
g = gott'g - - -t°"¢g!, in normaalvorm. We tonen aan dat ¥(g) = gok*' ¢y - - - kg, € XY,
per inductie op n. Als n =0, dan moet g € G} \ I C EE, zodat ¥(g) € G, \ F C EFE.

Stel nu dat n = 1. We beschouwen eerst het geval e = —1. Als g; € G; \ F, dan
is ¢ € EE. We moeten aantonen dat gok~'g; € EE. Als gy € F, dan volgt dit uit de
axioma’s van de bipolaire structuur van G. Stel dus gy € G;\ F. Dan is gok~' € FUEE*
door lemma , dus gok~'g, € FE. Als g, € F, danis g € EE*. Als gy € F, dan
is duidelijk ook gok~'g; € EE*. Stel dus dat go € Gy \ F. In dit geval vinden we dat
gok~lgy € F U EE*. Maar als gok~'g; € F < Gy, dan zou k™! € Gy, wat niet kan
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omdat k~! € EE*. Dus moet opnieuw gok~'g; € EE*. Hiermee is het geval 6, = —1
bewezen. Als £; = +1, dan werkt men analoog. Het enige verschil is dat men nu eerst
een gevallenonderscheid naar go maakt en dan pas naar g;.

Stel dus voor de rest van het bewijs dat n > 2. We beschouwen dan het gedeelte x =
gotergy - - -t°n2gl 5. Onderstel eerst dat ¢,_; = —1. Als ¢, = +1, danis g,—; € G1 \ F.
In dit geval is dus zt*~* € XE* en ¢/, _,t*"g,, € EY voor zekere X,Y € {E, E*}. Het
gestelde volgt dan uit de inductiehypothese en uit axioma 4. Als ¢, = —1, dan geldt
opnieuw xt°"-' € X E* en g,,_,t°*"¢g), € EY.

Onderstel nu dat e,1 = +1, en zij ook ¢, = +1. Dan is zt™*'g/, , € XFE en
tng! € E*Y, en we zijn opnieuw klaar. Het moeilijkste geval treedt op wanneer ¢,, = —1.
Merk op dat in dit geval tg/, ;t7' € E*E*. Uit de voorgaande lemma’s volgt dat kg, 1
een irreducibel element is van F'U E*E. Maar uit kg,_1 € F zou volgen dat k£ € Gy, dus
we besluiten dat kg,_; € E*E. Dan is kg,_1k~' € FUE*E*. Als kg,_1k~! € F zou
gelden, dan zou g, 1 € ¢(F), wat een strijdigheid levert door de eigenschappen van de
normaalvorm van g. Dus kg, k™' € F*E*. Nuisg, € FFUFE, enookx € F'UZE
voor een zekere Z € {E, E*}. Inderdaad, uit * € ZE* zou volgen dat z eindigt in ¢,
wat een contradictie geeft door de eigenschappen van de normaalvorm van ¢g. Door de
inductiehypothese samen met de axioma’s van de bipolaire structuren van G*, en G, is
U(g) = U(z)(kgn_1k1)g, bevat in dezelfde verzameling XY als g. Hiermee is de stelling
bewezen. O]

Ons doel is nu om met het voorgaande resultaat stellingen [4.1.12] en 4.1.13| verderop
aan te tonen, die herformuleringen zijn van [14, Hoofdstuk 4, Stelling 6.6]. Deze stellin-
gen geven informatie over de structuur van bepaalde deelgroepen van respectievelijk het
geamalgameerd product en de HNN-extensie. Aangezien in [14] enkel het geval van het
geamalgameerd product wordt uitgewerkt, beperken we ons hier tot de HNN-extensie.
Het bewijs verloopt analoog, maar wordt hier in meer detail uitgewerkt. We hebben eerst
twee voorbereidende lemma’s nodig.

Lemma 4.1.10. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B< H,en¢:A— B
een isomorfisme. Als K < G x4 H een eindig voortgebrachte deelgroep is, dan is minstens
één van de volgende uitspraken waar.

1. K 1is bevat in een toegevoegde van G of H.

2. K bevat een element dat toegevoegd is aan een cyclisch gereduceerd element van
lengte minstens twee.

Het bewijs van het voorgaande lemma is analoog aan dat van lemma 4.1.11} en wordt
ook gegeven in [14]. We laten het dus achterwege. Merk op dat we uit lemma
weten dat elk element van K toegevoegd is aan een cyclisch gereduceerd element. Als het
tweede punt in de opgave dus niet voldaan is, dan is elk element van K toegevoegd aan
een cyclisch gereduceerd element van lengte één, i.e. een element in één van de factoren.

Lemma 4.1.11. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A — B een
isomorfisme. Als K < G4 een eindig voortgebrachte deelgroep is, dan is minstens één
van de volgende uitspraken waar.

1. K is bevat in een toegevoegde van G.

2. K bevat een element dat toegevoegd is aan een cyclisch gereduceerd element van
lengte minstens één.
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Bewijs. Kies een verzameling {ki, ...,k } van voortbrengende elementen van K zodanig
dat de som van de lengtes van de elementen k; minimaal is. Deze som s is een variabele
die afthangt van K. We bewijzen per inductie op s dat K aan één van de voorwaarden
in de opgave voldoet. Onderstel dat K geen enkel element bevat dat toegevoegd is aan
een cyclisch gereduceerd element ven lengte minstens één. Stel dat de normaalvorm van
k; gegeven wordt door (kio, t°, ki, ..., 1" ki, ), voor elke i € {1,...,1l}. Als s =0, dan
is elke n; gelijk aan 0, zodat K bevat is in G. Onderstel dus dat s > 0, en beschouw
een element k; waarvoor n; > 0. Als n; = 1, dan is k; cyclisch gereduceerd en volgt
een contradictie. Onderstel dus dat n; > 2, en dat (¢%i, ky,, kio, t°) niet gereduceerd
is. Zoals in het bewijs van lemma kunnen we k; toevoegen met ¢ = (t5miky, )~
om een element ¢ ‘k;c te verkrijgen waarvan de normaalvorm lengte n; — 2 heeft. We
zullen de inductiehypothese toepassen op de deelgroep ¢~ K¢ van G, voortgebracht door
{c ke, ..., c tkic}. Het gestelde volgt dan ook voor K. Hiervoor volstaat het aan te
tonen dat de lengte van ¢~ 'k;c hoogstens deze van k; is wanneer j # ¢. Nu is

C_lij = & kinikjgtajlk’jl S kjnj k’,;it_aml (41)

We zullen onderstellen dat n; > 0. Als n; = 0, dan blijft de strategie dezelfde. Als de rij
(t%m4, kin,kjo, t%91) niet gereduceerd is, dan kunnen we de laatste uitdrukking vereenvoudi-
gen zodat de eerste twee factoren t*! verdwijnen. Het gestelde volgt dan uit gevolg [2.2.7
Onderstel dus dat (5, ki, kjo, t°9') gereduceerd is. Omdat

]{fikj = kioteil kil cee tsmz kini kjotejlk?jl s tajnj kjnj - K
niet cyclisch gereduceerd is, kan de rij (£, kj,; ki, t°*) niet gereduceerd zijn. Nu is
O I Al e (ay A A

zodat we de laatste twee factoren t*! in vergelijking (4.1)) kunnen laten verdwijnen. Op-
nieuw volgt het gestelde uit gevolg [2.2.7] O]

Merk op dat de voorgaande twee lemma’s veralgemeningen zijn van respectievelijk
gevolg [3.5.3 en gevolg [3.5.4]

Stelling 4.1.12. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B < H, en ¢ : A —
B een isomorfisme. Als K een eindig voortgebrachte deelgroep is van G x4, H met de
eigenschap dat K Nz~ Az = {1} voor elke x € G *4 H, dan is

K2 85 (5 Ka) » (£ K9)

Hierbij is S een vrije groep, en elke K, (respectievelijk Kgz) is de intersectie van een
deelgroep van K met een zekere toegevoegde van G (respectievelijk H ) in Gx,H. Bovendien
variéren de indices o en B over eindige verzamelingen, en het isomorfisme is canonisch
op de deelgroepen K, en Kz van K.

Bewijs. We verwijzen hiervoor naar [14, Hoofdstuk 4, Stelling 6.6]. O

Stelling 4.1.13. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en¢: A— B een
isomorfisme. Als K een eindig voortgebrachte deelgroep is van G, met de eigenschap dat
KnNna Az = {1} voor elke x € G4, dan is

K=8x(xK,)
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Hierbij is S een vrije groep, en elke K, is de intersectie van een deelgroep van K met een
zekere toegevoegde van G in G*y. Bovendien varieert o over een eindige verzameling, en
het isomorfisme is canonisch op de deelgroepen K, van K.

Bewijs. Als K < x7'Gx voor een zekere © € Gx,, dan is het gestelde triviaal. Onderstel
dus dat K niet bevat is in een toegevoegde van G. Het bewijs gaat per inductie op de
rang rk(K) van K. Als rk(K) = 0, dan is het gestelde opnieuw triviaal. Als rk(K) = 1,
kies dan een voortbrengend element & € K. Door gevolg kan de orde van k niet
eindig zijn, zodat K = 7Z een vrije groep is van rang één.

Stel nu dat rk(K) > 1. We tonen eerst aan dat het volstaat het gestelde te bewijzen
voor een toegevoegde L = x 'Kz van K. Onderstel daarvoor dat we een isomorfisme
X : L — S* (%4 Ly) gevonden hebben dat canonisch is op de deelgroepen L, van L. Zij
dan K, = xL,xz~' < K, en noteer het isomorfisme K, — L, dat we verkrijgen door
toevoeging met z als t,, voor elke a. Merk op dat het vrij product S * (%, K,) een
boomproduct is, waarbij de toppen die overeenkomen met de groepen K, verbonden zijn
met een top die overeenkomt met S, en waarbij de geamalgameerde deelgroepen triviaal
zijn. We breiden nu elke ¢, uit naar een morfisme

lo: Ko — Lo = S x (k L)

De voorwaarden van lemma |3.3.5| zijn nu triviaal voldaan, zodat we een morfisme

kg S*(kK,) — S* (kL)

krijgen dat canonisch is op S en voldoet aan (% tn)(k),) = ta(ks) voor elke k, € K,.
Analoog vinden we een morfisme

ko' S* (% Ly) = S (kK,)
dat ook canonisch is op S, en waarvoor (k¢ ')(I.) = ¢,*(l,) voor elke l, € L,. Men
gaat makkelijk na dat s, en %! elkaars inverse zijn op de factoren van de groepen
S (ko L) en S * (k. K, ), en bijgevolg ook globaal. Definieer vervolgens een morfisme
Y K — S x (k4 K,) aan de hand van het diagram

K _¢, S (ko Ko)

T

L —*— Sx (%4 La)

waarbij ¢ staat voor de toevoeging met x. Het is duidelijk dat 1 een isomorfisme is, en
men verifieert ook eenvoudig dat v canonisch is op elke K.

Beschouw nu de bipolaire structuur {F, EE, EE* E*E , E*E*} op G4 gegeven in
voorbeeld . We tonen aan dat er een z € G, bestaat zodat L = 7! Kx een element
y bevat waarvoor y € EE* N L. Uit lemma [4.1.11] volgt alvast dat we L zo kunnen kiezen
dat het een cyclisch gereduceerd element y van lengte minstens één bevat. Het is dan
duidelijk dat y ¢ E*E*. Als y € E*E, dan is y~! € EE* N L en zijn we klaar. Onderstel
dus dat y € FE, en zij y = yot*'y; - - - t°"y, in normaalvorm. Door eventueel y toe te
voegen kunnen we ervoor zorgen dat yo = 1, waarbij y nog altijd gereduceerd is. Als dit
element niet in £'F is bevat, dan zijn we opnieuw klaar. Indien dit wel zo is moet ¢; = —1.
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Als we y nu toevoegen met ¢!, dan blijft y gereduceerd en kunnen we ervoor zorgen dat
en = —1 en y, = 1. Bijgevolg moet y € EE*. Kies nu L zo dat EE* N L # (). We
kunnen dan L uitrusten met de bipolaire structuur die we verkrijgen door de restrictie te
nemen van de verzamelingen F' en XY tot L. Het is duidelijk dat dit een partitie vormt
van L, en men verifieert dat axioma’s 1 — 5 worden overgeérfd van de originele bipolaire
structuur. Axioma 6 volgt bovendien uit het voorgaande.

Uit stelling |4.1.9 weten we dat L isomorf is met ofwel een niet-triviaal geamalgameerd
product, ofwel een HNN-extensie. Nu volgt uit K Nz~ 'Az = {1} voor elke z € Gx4 dat
FNL=1. Als L een niet-triviaal geamalgameerd product is, dan is de geamalgameerde
deelgroep triviaal, dus L is een vrij product. In het andere geval waarbij L een HNN-
extensie is volgt opnieuw dat L een vrij product is van een zekere groep L; met Z, en we
mogen zonder verlies van algemeenheid onderstellen dat L, niet-triviaal is. Schrijf dus
L = Ly x Ly, waarbij zowel Ly als Lo niet-triviaal zijn. We mogen ook aannemen dat L,
en Ly deelgroepen zijn van L, en dat het isomorfisme L = L; % L, canonisch is op L
en Ls. Inderdaad, indien dit niet zo is vervangen we L; en Ly door de deelgroepen van
L die hiermee overeenkomen. Door stelling geldt dan nog altijd L = Lq * Lo, en
de bewering dat het isomorfisme canonisch is gaat men eenvoudig na. Door de Grushko-
Neumann-stelling geldt rk(L;),1k(Ly) < rk(L), waardoor we de inductiehypothese
kunnen toepassen. Zij dus

Q/J12L1—>51*(*L1Q)

a b

¢2 Ly — SQ * (>§ Lgﬂ)

isomorfismen die voldoen aan de voorwaarden in de opgave. Uit stelling [2.1.5] volgt het
bestaan van een isomorfisme

1/}1 * wg . L1 * L2 — (Sl * (*a Ll,a)) * (SQ * (>|</3 L27ﬂ>>

dat de morfismen v, en 1 uitbreidt. Indien we 1 * 1) samenstellen met L — Ly *x Lo,
dan krijgen we een isomorfisme

Y L — ((S1% (kg L1,a)) * (S2 % (kg Log))

Men gaat makkelijk na dat dit isomorfisme canonisch is op de deelgroepen L; , en Lo g
van L. Nu volgt uit het derde punt van lemma dat de volgorde waarin we vrije
producten nemen niet uitmaakt: het resultaat is canonisch isomorf met elkaar. Ook is
(S1 * Ss) een vrije groep als vrij product van twee vrije groepen, zodat de rechterkant
van de bovenstaande vergelijking een decompositie is van L die de gewenste vorm heeft.
Hiermee is het gestelde bewezen. O

Gevolg 4.1.14. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B < H, en ¢ : A —
B een isomorfisme. Als K een eindig voortgebrachte deelgroep is van G x4, H met de
eigenschap dat K Nz *Gx = {1} en K Na'Hx = {1} voor elke x € G x4 H, dan is K
een vrije groep.

Gevolg 4.1.15. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A — B een
isomorfisme. Als K een eindig voortgebrachte deelgroep is van G*4 met de eigenschap dat
KnNna'Gz = {1} voor elke x € Gxy, dan is K een vrije groep.
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De deelgroepen van geamalgameerde producten en HNN-extensies werden volledig
gekarakteriseerd in [12] en [I3]. We zullen deze resultaten samenvatten in de stellingen
die volgen. De bewijzen hiervan zijn zeer technisch en laten we achterwege. Zowel in het
geval van een geamalgameerd product als van een HNN-extensie zien we dat elke deelgroep
een zekere veralgemeende fundamentele groep is (waarin I' oneindig is) die moet voldoen
aan bepaalde eigenschappen.

Stelling 4.1.16. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B < H, en ¢ :
A — B een isomorfisme. Elke deelgroep K < G x4 H is isomorf met een veralgemeende
fundamentele groep %% G, die voldoet aan

1. Elke G, is gelijk aan de doorsnede van K met een toegevoegde van G of H.

2. Voor elke e € E(I') zijn A, en B, beiden gelijk aan de doorsnede van K met een
toegevoegde van A, en ¢ is het identieke morfisme.

Bovendien is het isomorfisme canonisch op de deelgroepen G, van K.

Gevolg 4.1.17. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B< H,en¢p: A— B
een isomorfisme. Als K een willekeurige deelgroep is van G x4, H met de eigenschap dat
Kna Az = {1} voor elke x € G x4 H, dan is

K=Sx(k KNz 'Gr)* (x KNy 'Hy)
T Y

Hierbij is S een vrije groep, en het isomorfisme is canonisch op de deelgroepen K Nx~1Gx
en K Ny 'Hy van K. Bovendien variéren x en y over een zekere verzameling van
representanten van de dubbele nevenklassen van respectievelijk (G x4 H) mod (G, K) en

(G*4 H) mod (H, K).

Schets van het bewijs. Uit stelling[4.1.16| weten we dat K een zekere veralgemeende funda-
mentele groep is, waarbij de geamalgameerde deelgroepen en de geassocieerde deelgroepen
(de deelgroepen die we toegevoegd maken met HNN-extensies) van de vorm K Nz~ ' Ax
zijn. Omdat dit laatste triviaal moet zijn vereenvoudigt dit zich tot het volgende: de
symbolen {t. | e € E(I") \ E(T')} brengen een vrije groep S voort in K, terwijl de rest
van K een veralgemeend boomproduct is met triviale geamalgameerde deelgroepen, dus
een vrij product van de toppen van de boom. De uitspraak over de representanten van
de dubbele nevenklassen vereist een meer gedetailleerde analyse en kennis over het bewijs

van stelling We gaan hier dus niet verder op in. O

Het voorgaande gevolg vormt een versterking van stelling 4.1.12, De deelgroep K
hoeft hier bijvoorbeeld niet noodzakelijk eindig voortgebracht te zijn, en indien dit wel zo
is weten we uit stelling dat het vrij product in de opgave een eindig aantal factoren
heeft. We zullen het voorgaande gevolg, samen met zijn analogon voor HNN-extensies

(4.1.19) later gebruiken in stelling |4.3.1}

Stelling 4.1.18. Zij G een groep met deelgroepen A < G en B < G, en ¢ : A — B een
isomorfisme. Elke deelgroep K < G4 is isomorf met een veralgemeende fundamentele
groep %1 G, die voldoet aan

1. Elke G, is gelijk aan de doorsnede van K met een toegevoegde van G.

2. Voor elke e € E(T) zijn A. en B, ofwel beiden triviaal, ofwel beiden gelijk aan de
doorsnede van K met een toegevoegde van A. Bovendien is ¢, = id

e
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3. Voor elke e € E(I')\ E(T) is A. ofwel gelijk aan G, ofwel gelijk aan de doorsnede
van K met een toegevoegde van A. Hetzelfde geldt voor B,.

Bovendien is het isomorfisme canonisch op de deelgroepen G, van K, en de doorsnede
van K met een toegevoegde van G is ofwel triviaal, ofwel toegevoegd aan een zekere G,,.

Gevolg 4.1.19. Zij G, H twee groepen met deelgroepen A < G en B< H,en¢: A— B
een isomorfisme. Als K een willekeurige deelgroep is van Gxgs met de eigenschap dat
K Na Az = {1} voor elke x € G, dan is

K=Sx(x KNz 'Gr)

Hierbij is S een vrije groep, en het isomorfisme is canonisch op de deelgroepen K Nx~1Gx
van K. Bovendien is de doorsnede van K met een toegevoegde van G ofwel triviaal, ofwel
toegevoegd aan een zekere factor van de bovenstaande decompositie.

Schets van het bewijs. We kunnen opnieuw de structuur van K gegeven in stelling 4.1.18
vereenvoudigen. Een geassocieerde deelgroep A, is in dit geval ofwel triviaal, ofwel gelijk
aan de top G(e). Indien ze triviaal is levert het symbool ¢, een vrije factor Z op die we in S
kunnen brengen. Beschouw nu de deelgraaf I'" van T' die enkel de bogen e € E(T") \ E(T)
bevat waarvoor A, = Gae) # {1}. Men kan nu aantonen dat elke samenhangende
component van IV een boom is, en dat K het vrij product is van alle symbolen ¢., samen
met factoren G, die representanten zijn van de samenhangende componenten van I''. Een
niet-triviale doorsnede van K met een toegevoegde van G is dan nog altijd toegevoegd
aan één van de representanten GG, omdat alle toppen in een samenhangende component
van I toegevoegd zijn aan elkaar. O

4.2 Uiteinden van groepen

We onderstellen in deze sectie telkens dat G' een eindig voortgebrachte groep is, en S
een eindige verzameling van generatoren van G. We noteren de Cayleygraaf van G met
betrekking tot S als Cay(G, S). Deze graaf heeft als toppenverzameling de elementen van
(G, en de bogen verbinden elke twee toppen g, h € G waarvoor geldt dat h = gs voor een
zekere s € SUS™L. Zoals in [22] beschouwen we de booleaanse algebra A(G) gedefinieerd
op de verzameling van alle elementen van G. Deze algebra bestaat uit deelverzamelingen
van X, met het symmetrisch verschil als optelling en de intersectie als vermenigvuldiging.
In feite is A(G) een ring, maar men gebruikt doorgaans de benaming ‘booleaanse algebra’
in de verzamelingenleer. Merk op dat A(G) ook effectief gezien kan worden als een algebra,
omdat ze uitgerust kan worden met de triviale scalaire vermenigvuldiging van het veld
GF(2). We zullen vaak A(G) beschouwen als een verzameling van deelverzamelingen van
de toppen van de graaf Cay(G, S). We definiéren dan de rand 0A van A € A(G) als de
verzameling van alle bogen van Cay(G, S) waarvoor één eindpunt binnen A ligt, en een
ander eindpunt buiten A. Verder stellen we

F={Ac AG)||A| < o0}
0 ={Ac AG)||54] < o0}

Merk op dat F C Q omdat G eindig voortgebracht is, en dus Cay(G, S) lokaal eindig is
(de graad van elke top is eindig). Men gaat makkelijk na dat F een ideaal is van A(G),
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en Q een deelring. Bijgevolg kunnen we de ring &€ = Q/F definiéren. De definitie voor
de uiteinden van de groep G die oorspronkelijk in [22] werd gebruikt is de volgende.

Definitie 4.2.1. De uiteinden van G met betrekking tot de verzameling generatoren S
zijn de maximale idealen van &£.

Het is niet direct duidelijk wat de maximale idealen van £ juist zijn. Om onze intuitie
hierover te versterken tonen we aan dat de uiteinden van £ informeel gezegd overeenkomen
met de verschillende paden in Cay(G,S) die vanuit het eenheidselement naar oneindig
lopen. Meer concreet zullen we de volgende stelling aantonen.

Stelling 4.2.2. Het aantal uiteinden van G met betrekking tot S is gelijk aan de li-
miet voor n — oo van het aantal onbegrensde samenhangende componenten van de graaf

Cay(G, S) \ B(n).

Het bewijs hiervan is eigen werk, alhoewel lemma’s [4.2.7] en verderop bekende
resultaten zijn in de literatuur (zie bijvoorbeeld [9, Hoofdstuk 7]). In de bovenstaande
stelling staat B(n) voor de bal van straal n rond het eenheidselement in Cay(G,.S). Dit
zijn alle toppen waarvoor er een pad van lengte kleiner dan n naar het eenheidselement
bestaat. Het kan gebeuren dat het aantal onbegrensde samenhangende componenten van
Cay(G,S) \ B(n) blijft stijgen zolang n groter wordt. In dit geval zal G oneindig veel
uiteinden hebben. We zullen later stelling gebruiken om aan te tonen dat het aantal
uiteinden onafhankelijk is van de gekozen verzameling generatoren S, zolang S eindig is.
We geven eerst een aantal voorbeelden.

Voorbeeld 4.2.3. Zij G = Z de additieve groep van de gehele getallen. De Cayleygraaf
van G met betrekking tot S = {41} wordt gegeven door

-2 -1 0 +1 +2
® ® @ ® ®

Indien we een bal uit de Cayleygraaf verwijderen van radius n krijgen we telkens twee sa-
menhangende componenten, namelijk de twee uiteinden van de lijn. Volgens stelling
moet G juist twee uiteinden hebben. We gaan na dat dit klopt. Zij daarvoor A € Q wil-
lekeurig. We kunnen A op unieke wijze uitbreiden tot een deelgraaf van Cay(G,.S) door
alle bogen toe te voegen waarvoor beide eindpunten in A bevat zijn. Omdat dA eindig
is, vinden we een N € N zodat A C B(N). Nu ziet men in dat een samenhangende
component van Cay(G, S) \ B(N) ofwel volledig bevat is in A, ofwel disjunct is met A.
We hebben dus in totaal vier mogelijkheden:

1. Beide componenten zijn disjunct met A: dan is A € F.

2. Enkel de linkercomponent is bevat in A.

3. Enkel de rechtercomponent is bevat in A.

4. Beide componenten zijn bevat in A: dan is A = G op een eindige verzameling na.
Men ziet makkelijk in dat elke mogelijkheid een uniek element van £ bepaalt met als
representant A, en dat omgekeerd elk element van £ correspondeert met één van deze
mogelijkheden. We stellen nu £ voor als een ring met elementen {0, X, Y, 1}, waarbij X
correspondeert met de linkerzijde van Cay(G,S) en Y met de rechterzijde. Men verifieert

dat de maximale idealen van £ gegeven worden door {0, X'} en {0, Y}, wat inderdaad tot
twee uiteinden leidt.
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Voorbeeld 4.2.4. Zij G = (Z X Z,+) en S = {(1,0), (0,1)}. De Cayleygraaf van G met
betrekking tot S is een rooster:

Indien we een bal van straal n uit deze graaf verwijderen, dan blijft alles samenhangend.
Dus het aantal uiteinden van G zou gelijk moeten zijn aan één. Analoog als in voor-
beeld verifieert men dat £ = {0, 1} de triviale ring is met maar één maximaal ideaal,
het triviale ideaal {0}.

Voorbeeld 4.2.5. Stel G = F, de vrije groep van rang twee, met S = {z,y}. De
Cayleygraaf is in dit geval een 4-reguliere boom, die er als volgt uitziet.

®
*—o—o

1T

*—o—o

Men ziet makkelijk in dat het aantal samenhangende componenten van Cay(G, S) \ B(n)
gelijk is aan 4", voor elke n € N. Eens we stelling aangetoond hebben volgt hier dus
uit dat een vrije groep van rang twee oneindig veel uiteinden heeft. Meer algemeen heeft
een vrije groep van rang n oneindig veel uiteinden, voor elke n € N>s.

Als eerste stap in het bewijzen van stelling kunnen we met de correspondentie-
stelling voor ringen de maximale idealen van £ vertalen naar maximale idealen van Q die
F bevatten.

Stelling 4.2.6. Zij R een ring en I < R een ideaal van R. Het canonieke morfisme
7 : R — R/I induceert een ordebewarende bijectie tussen de idealen van R die I bevatten
enerzijds en de idealen van R/I anderzijds.

Bewijs. Dit resultaat wordt gegeven in de meeste inleidende boeken tot de algebra. Voor
een bewijs hiervan verwijzen we bijvoorbeeld naar [19, Sectie 6.1, Propositie 6.1]. O]

Door de ordebewarendheid in de voorgaande stelling bestaat bovendien een bijectief
verband tussen maximale idealen van R die I bevatten enerzijds, en maximale idealen van
R/I anderzijds. Om stelling te bewijzen kunnen we dus het aantal uiteinden van G
vervangen door het aantal idealen van Q die F bevatten. Vervolgens karakteriseren we
de (maximale) idealen van Q.

Lemma 4.2.7. FEen deelverzameling I C Q is een ideaal van Q als en slechts als I voldoet
aan de volgende eigenschappen.
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1. 0el
2.AcINBCA BeQ = Bel
3. ABel — AUuBel

Bewijs. Onderstel eerst dat I < Q. De eerste eigenschap uit de opgave volgt omdat () het
eenheidselement van het symmetrisch verschil is. Als A € I en B C A met B € Q, dan
is B= BNA € I, waaruit de tweede eigenschap volgt. Zij nu A, B € I. Dan volgt uit
het voorgaande dat A\ B € I, en bijgevolg ook AUB = (A\ B)AB € I. Als omgekeerd
I C Q aan de drie eigenschappen uit de opgave voldoet, dan verifieert men makkelijk dat
I een ideaal is. O]

Lemma 4.2.8. FEen ideaal I < Q is een mazimaal ideaal van Q als en slechits als voor
elke A € Q geldt dat ofwel A € I, ofwel A =G\ Aecl.

Bewijs. Als voor elke A € Q geldt dat A € I of A € I, dan is het duidelijk dat er geen
ideaal J bestaat met I C J C Q. Anders zou er immers een A € Q bestaan waarvoor
A A € J, zodat G = AAA°® € J. Onderstel omgekeerd dat I maximaal is, en stel voor
een contradictie dat er een A € Q bestaat zodat A, A° ¢ I. Definieer een nieuw ideaal J
van Q door J :={B € Q|3C €1: B C AUC}. Door gebruik te maken van lemma[4.2.7]
gaat men na dat inderdaad J < Q. Omdat A € J geldt I C J. Anderzijds zou uit A° € J
volgen dat A° € I. Dus moet A° ¢ J, zodat J C Q. We krijgen dus een contradictie door
de maximaliteit van 1. O

Opmerking 4.2.9. De laatste twee lemma’s vertonen een sterke gelijkenis met analoge
resultaten voor filters en ultrafilters op een zekere verzameling. Dit is geen toeval: men
kan namelijk een dualiteit aantonen tussen de idealen van een booleaanse algebra .A op een
verzameling X enerzijds, en de filters op X anderzijds. Meer bepaald geldt het volgende:
als I < A een ideaal is, dan definieert [* := {A € A | A° € I} een filter op X. Omgekeerd
bepaalt elke filter F' op X een ideaal F* := {A € A | A° € F'}. Indien we ons beperken tot
maximale idealen, dan is I* het complement van I. Het complement van een maximaal
ideaal van A is dan een ultrafilter van X, en omgekeerd geeft het complement van een
ultrafilter ook een maximaal ideaal.

We construeren nu inductief een boom 7' als volgt. Deze boom zal een georiénteerde
graaf zijn, waarbij geen inverse bogen voorkomen. Initieel bestaat Tj uit één enkele top.
Als T, gedefinieerd is voor een bepaalde n € N, dan zullen de bladeren van T,, geassocieerd
zijn met de onbegrensde samenhangende componenten van Cay(G,S) \ B(n). Beschouw
nu een blad v van T),, en zij C, de corresponderende samenhangende component. Indien
C, splitst in meerdere onbegrensde componenten in Cay(G,S) \ B(n + 1), dan voegen
we aan 7T, toppen toe corresponderend met elk van deze nieuwe componenten, en deze
toppen verbinden we met een boog startend vanuit v. Als C), niet splitst (of splitst in
eindige componenten samen met één onbegrensde component), dan verbinden we slechts
één nieuwe top met v. Dit proces doen we voor elk blad v van T, en de resulterende
boom noemen we T;, 1. We stellen tenslotte T" gelijk aan de unie van alle bomen 7;, voor
n € N.

Vervolgens definiéren we E als de verzameling van alle oneindige takken van 7. Meer
concreet is E de verzameling van functies f : N — V/(T') zodat voor elke n € N een
e € E(T) bestaat waarvoor f(n) = a(e) en f(n + 1) = w(e). Merk op dat E eindig is
als en slechts als het aantal onbegrensde samenhangende componenten van Cay(G,S) \
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B(n) stabiliseert na een zekere waarde van n. In dit geval is ook het aantal van deze
componenten gelijk aan de kardinaliteit van £. Om stelling te bewijzen volstaat het
dus het volgende aan te tonen.

Stelling 4.2.10. Er bestaat een bijectie van E naar de verzameling van mazimale idealen
van Q die F bevatten.

Bewijs. 7ij f € E willekeurig. We construeren als volgt een maximaal ideaal Iy < Q.
Als A € Q, dan bestaat een N € N zodat 6A C B(N). Beschouw nu de samenhangende
component corresponderend met de top f(IN) van 7. Deze is ofwel volledig bevat in A,
ofwel disjunct met A. Indien ze disjunct is met A stellen we A € I;. Men ziet makkelijk
in dat deze keuze onathankelijk is van N, zolang A C B(NN). De volgende beweringen
zijn ook duidelijk:

1. Als Ae F,dan A € I;.
2. AlsAecljen Be Qmet BC A, dan ook B € Iy.
3. Als A, B € Iy, dan ook AU B € Iy.

4. Als A € Q, dan ook A° € Q, en juist één van deze verzamelingen is bevat in I.

Door lemma en lemma is I; een maximaal ideaal van Q, dat bovendien F
bevat door de eerste eigenschap. We moeten nu aantonen dat de afbeelding 6 : f +— Iy
een bijectie levert tussen E en de maximale idealen van Q die F bevatten. Onderstel
dat f,g € E met f # g. Zij dan n € N minimaal zodat f(n) # g(n). Zij A € A(G)
de samenhangende component corresponderend met f(n), beschouwd als deelverzameling
van de toppen van Cay(G, S). Dan bestaat J A enkel uit bogen die toppen van A verbinden
met toppen van B(n). Omdat B(n) eindig is en Cay(G,S) lokaal eindig, is ook dA
eindig, dus A € Q. Nu is het duidelijk dat A € I, maar A ¢ I;. Dus I; # I,, waaruit de
injectiviteit van 6 volgt. Zij nu I < Q een willekeurig maximaal ideaal van Q dat F bevat.
We construeren als volgt een f € E. Beschouw voor een vaste n € N de samenhangende
componenten van de graaf Cay(G,.S)\ B(n). Deze componenten zijn elk een element van
Q. Als ze elk een element zijn van I, dan zou I = Q omdat ook B(n) € F C I. We
vinden dus minstens één component C,, ¢ I in Cay(G,S) \ B(n), en deze component is
onbegrensd omdat F C I. Maar C,, is eigenlijk uniek bepaald, want het complement van
C,, is bevat in I zodat alle andere componenten bevat zijn in I. We stellen f(n) gelijk aan
de top van T die met C), correspondeert. Dit herhalen we nu voor elke n € N. Omdat
noodzakelijk C), ;1 C C,, voor elke n € N, is f € E. Voor de surjectiviteit van 6 volstaat
het aan te tonen dat Iy = I. Omdat Iy en I beiden maximaal zijn, volstaat het dat
Iy C I. Maar dit is makkelijk in te zien: als A € Iy, zij dan n € N zodat dA C B(n).
Per definitie van Iy moet A disjunct zijn met de component corresponderend met f(n),
namelijk C,. Dus moet A bevat zijn in het complement van C,,, zodat A € I. O

De volgende twee bewijzen zijn overgenomen uit [I5, Hoofdstuk 11].
Lemma 4.2.11. Het aantal uiteinden van G is onafhankelijk van de keuze van S.

Bewijs. Onderstel dat T" een andere eindige verzameling is van generatoren van GG. Noteer
met dg en dp de gebruikelijke afstandsmaten van respectievelijk Cay(G,S) en Cay(G,T).
Dus ds(g,h) is de lengte van een kortste pad tussen g en h in de graaf Cay(G,S), en
analoog voor dr(g,h). We kunnen nu elk element van 7'U T~! schrijven als een product
van elementen van SUS™!. Zij A\; het maximum van de lengtes van deze producten. Dan
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kunnen we elk woord van lengte n in TUT ! uitzetten tot een woord in SUS™! van lengte
hoogstens Ain. Hieruit volgt dat ds(g,h) < Aidr(g, h) voor alle g, h € G. Analoog vinden
we een Ay zodat dr(g,h) < Aads(g,h) voor alle g,h € G. Stellen we A = max(A1, \2),
dan geldt dat A™'dg < dr < Adg. Zij nu n € N willekeurig. Noteer met Bg(n) en Br(n)
de bal van radius n in respectievelijk Cay(G, S) en Cay(G,T). We tonen aan dat het
aantal onbegrensde samenhangende componenten van Cay(G, S) \ Bs(An + A?) minstens
dat van Cay(G,T) \ Br(n) is. Uit stelling volgt dan dat het aantal uiteinden van G
met betrekking tot S minstens het aantal uiteinden van G met betrekking tot 7" is. Het
gestelde volgt dan door symmetrie. Kies representanten g, ..., gr van de onbegrensde
componenten van Cay(G,S) \ Bs(An + A\?), en zij g € G een willekeurige top bevat in
één van de onbegrensde componenten van Cay(G,T) \ Br(n). Dan kunnen we een top h
vinden in deze laatste component zodat h € Cay(G, S)\ Bs(An+A?). We weten dan dat h
verbonden is met één van de toppen g; door een pad in Cay(G, S)\ Bs(An+A?). Onderstel
dat (vo,...,vn) zo'n pad is, met vg = h en v, = g;. Het volstaat aan te tonen dat dit
een pad induceert tussen h en g; in Cay(G,T) \ Br(n). Uit dr(1,v;) > A tdg(1,v;) volgt
nu dat elke v; € G buiten Br(n + M) ligt. Anderzijds is dr(vi, viy1) < Adg(vi, vip1) = A,
en dus bestaat er een pad in Cay(G,T) \ Br(n) dat v; verbindt met v;;;. Hieruit volgt
het gestelde. O]

Stelling 4.2.12 (Hopf-Freudenthal). Als G meer dan twee uiteinden heeft, dan heeft G
oneindig veel uiteinden.

Bewijs. Onderstel voor een contradictie dat GG een eindig aantal uiteinden k heeft, waarbij
k > 3. Dan vinden we n € N zodat Cay(G, S) \ B(n) juist k onbegrensde samenhangende
componenten heeft. Nu kunnen we een g € G vinden zodat d(1,g) > 2n, want anders zou
G eindig zijn, en dus nul uiteinden hebben. We kunnen er ook voor zorgen dat g bevat is
in een onbegrensde samenhangende component van Cay(G,S) \ B(n), stel C. Beschouw
dan de bal gB(n) rond g. Omdat d(1,g) > 2n is B(n) N gB(n) = 0, zodat ¢B(n) C C.
Aangezien de linkse vermenigvuldiging met een element van G een automorfisme is van
Cay(G, S), heeft Cay(G, S)\gB(n) eveneens k onbegrensde samenhangende componenten.
Hieruit volgt dat C' in Cay(G, S) \ B(n) splitst in £k — 1 > 2 onbegrensde samenhangende
componenten indien we gB(n) zouden verwijderen. We kunnen nu N € N vinden zodat
B(n) U gB(n) € B(N), waardoor Cay(G,S) \ B(N) minstens 2k — 2 > k onbegrensde
samenhangende componenten heeft. Uit stelling volgt een contradictie. O]

De bewijzen van de volgende twee lemma’s zijn gebaseerd op dat van lemma |4.2.11]

Lemma 4.2.13. Als 0 : G — H een surjectief groepsmorfisme is met eindige kern, dan
heeft H hetzelfde aantal uiteinden als G.

Bewijs. Als S = {s1,..., s} de verzameling generatoren is van GG, dan wordt een verza-
meling generatoren van H gegeven door T' = {0(s1),...,0(sk)}. Uit het feit dat 6 een
graafmorfisme induceert van Cay(G, S) naar Cay(H,T') volgt dr(0(g1),6(g2)) < ds(g1,92)
voor alle g1,90 € G. Zij nu N = ker(f). Zij g € G willekeurig, en stel dat 0(g) =
0(si,)---0(si,). Danis gs;'---s;' = n € N. Nu kunnen we elke n € N schrijven
als woord in S U S~1. Stellen we A gelijk aan de maximale lengte van elk van deze
woorden, dan zien we dat ds(g1,92) < dr(6(g1),60(g2)) + A voor alle ¢;,9o € G. Het
vervolg van het bewijs gaat nu analoog als in lemma [£.2.11] Men toont aan dat elk pad
in Cay(G,S) \ Bs(n + A) een pad in Cay(H,T') \ Br(n) induceert, waaruit volgt dat
het aantal onbegrensde samenhangende componenten van Cay(G,.S) \ Bs(n + ) min-
stens dat van Cay(H,T') \ Br(n) is. In de omgekeerde richting moeten we oppassen voor
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een zekere subtiliteit. We kiezen zoals in lemma representanten 6(gy),...,0(gk)
voor de onbegrensde componenten van Cay(H,T) \ Br(n + A). Zij g bevat in een on-
begrensde component C' van Cay(G,S) \ Bs(n). Dan kunnen we een h uit C' kiezen
zodat dr(1,0(h)) > ds(1,h) — X > n+ A. Dus 6(h) is bevat in een component van
Cay(H,T) \ Br(n + A), maar deze component moet onbegrensd zijn om te kunnen af-
leiden dat #(h) verbonden is door een pad met een zekere #(g;). Dit volgt nu omdat
de kern van 6 eindig is, en uit het voorgaande bestaan er oneindig veel toppen A’ € C
waarvoor 0(h') verbonden is door een pad met 0(h) in Cay(H,S) \ Br(n + A). Opnieuw
induceert het pad tussen §(h) en 6(g;) in Cay(H,T)\ Br(n+ \) een pad tussen h en g; in
Cay(G, S) \ Bg(n). We besluiten hiermee dat het aantal onbegrensde componenten van
Cay(H,T)\ Br(n+ \) minstens dat van Cay(G, S) \ Bs(n) is. Het gestelde volgt door de
limiet n — oo te nemen. [

Gevolg 4.2.14. Als N < G eindig is, dan heeft G/N hetzelfde aantal uiteinden als G.
Bewijs. Pas het voorgaande lemma toe met 6 : G — G/N de canonieke surjectie. O
Gevolg 4.2.15. Als G = H, dan heeft G hetzelfde aantal uwiteinden als H.

Lemma 4.2.16. Als H < G met |G : H| eindig, dan heeft H hetzelfde aantal uiteinden
als G.

Bewijs. Zij S = {s1,...,8,} een verzameling van generatoren van G en {gi, ..., gn} een
verzameling van representanten van de rechter nevenklassen van H in G, met g; = 1. We
tonen eerst aan dat H eindig voortgebracht is. Definieer daarvoor T als de verzameling
van alle elementen van de vorm gisjgk’l die in H bevat zijn. Merk op dat voor elk paar
i, precies één zo'n k bestaat. Zij nu h € H willekeurig, en schrijf i = s;,s;, - -+ s;,, met
[ > 0. Dan kunnen we dit omvormen tot h = (g, 95, )(9ir 80293, )+ * (i1 5093 ) Girs
waarbij g;, = g1 = 1, en gijflsijg; € H voor elke j € {1,...,l}. Het is nu duidelijk dat
gi, = g1 = 1. Dus H wordt voortgebracht door 7. Definieer vervolgens een afbeelding
f: G — H : gh— h. Zij ds en dr de afstandsmaten horende bij respectievelijk
Cay(G,S) en Cay(H,T). Analoog als bij de berekening dat H voortgebracht wordt door
T toont men aan dat dr(h,h') < ds(hg:, 1 g;) en ds(hg;, ' g;) < dr(h,h') + 2X voor alle
hgi, h'g; € G. Hierbij is A zo gekozen dat we elke g; kunnen schrijven als woord in SUS™!
van lengte hoogstens A. In het bijzonder beeldt f dus twee verbonden toppen in Cay(G, S)
af op twee verbonden (eventueel dezelfde) toppen in Cay(H,T'). Merk eveneens op dat f
oneindige verzamelingen op oneindige verzamelingen afbeeldt. Het vervolg van het bewijs
is nu helemaal analoog aan dat van lemma [4.2.13| m

Opmerking 4.2.17. Uit het bovenstaande bewijs volgt een belangrijk resultaat dat we
later nog zullen gebruiken: elke deelgroep H van eindige index in een eindig voortge-
brachte groep G, is eindig voortgebracht. Ook het omgekeerde geldt, aangezien G wordt
voortgebracht door de generatoren van H samen met de representanten van de rechter
nevenklassen van H in G.

We richten ons nu op een karakterisatie van groepen met twee uiteinden in termen
van geamalgameerde producten en HNN-extensies (stelling . We werken hiervoor
in de ring A(G). Als A, B € A(G), dan noteren we het symmetrisch verschil van A en B
als A+ B, en de intersectie noteren we soms met A- B, of kortweg AB, indien we expliciet
gebruik willen maken van de ringstructuur. We noteren de ledige verzameling als 0, en de
verzameling G als 1. Dit zijn de neutrale elementen van respectievelijk het symmetrisch
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verschil en de intersectie. Het complement van A wordt dan gegeven door A¢ := 1+ A.
Men kan de volgende twee bijkomende axioma’s verifiéren:

g(A+ B)=gA+¢gB (VA, B € A(G), Vg € G)
g(AB) = gA-gB (VA, B € A(G), Vg € G)

Hierbij is gA de verzameling van elementen van G die bekomen wordt door linkse verme-
nigvuldiging van de elementen van A met g.

Onderstel voor het vervolg dat G een eindig voortgebrachte groep is met twee uit-
einden. De volgende drie lemma’s zijn afkomstig uit [I5, Hoofdstuk 11]. Het bewijs van
het eerste lemma wordt daar niet gegeven en is hier zelf uitgewerkt. Zij S een eindige
verzameling van generatoren van G, en zij N € N zo groot dat Cay(G, S)\ B(N) twee on-
begrensde samenhangende componenten heeft. Kies nu één van deze twee samenhangende
componenten en noteer deze als F.

Lemma 4.2.18. Voor elke g € G geldt ofwel dat E + gE eindig s, ofwel dat zijn com-
plement (E + gE)° eindig is.

Bewijs. Uit het feit dat linkse vermenigvuldiging met g een automorfisme is van Cay (G, S)
volgt dat Cay(G, S) \ gB(N) juist twee onbegrensde samenhangende componenten heeft,
en dat gF gelijk is aan één van deze twee componenten. Het gestelde volgt nu in feite uit
de onderstaande figuur: ofwel komt gF overeen met het uiteinde van Cay(G,S) tegen-

3 =) |

overgesteld aan dat van F, ofwel zijn de uiteindes corresponderend met E en gF dezelfde.
In het eerste geval is (E + gF)¢ gelijk aan de unie van de ballen B(N) en gB(N) samen
met het gedeelte ertussen, wat eindig is. In het tweede geval is F + gE gelijk aan B(N) en
het gedeelte tussen B(N) en gB(N). Merk op dat de figuur niet alle mogelijke gevallen
weergeeft. Het kan bijvoorbeeld ook zijn dat g B(N) bevat is in E. Maar in dit geval gaat
men analoog het gestelde na. Ook het feit dat B(/N) en gB(N) niet noodzakelijk disjunct
hoeven te zijn veroorzaakt geen problemen. ]

We definiéren nu H = {g € G | |[E + gF| < oo} C G.

Lemma 4.2.19. De verzameling H vormt een deelgroep van G van index hoogstens twee.
In het bijzonder is dus H < G.

Bewijs. Het is duidelijk dat 1 € H. Onderstel dat g, h € H. Dan is
|E+g7'B| =97 (9B + E)| = [9E + E| = |[E + gB| <
zodat g~' € H, en

|E + ghE| = |E + gE + gE + ghFE|
<|E+gE|+ |gE + ghE|
=|E+gE|+ |E+ hE| <
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waaruit ook gh € H. Dus H is een deelgroep van G. Zijnu {¢:1 H, . .., g, H} de verzameling
van linkse nevenklassen van H in G, waarbij g; = 1. Onderstel voor een contradictie dat
n > 2. Dan zijn g, 1, g, € G\ H, zodat

|E+ gn19, ' E| = |1+ E+ g1 E) + (1 + goi E + gung, ' E)|
< E+ gn1E)| + |gn-1(E + g, E)°| < 00

Hierbij hebben we gebruik gemaakt van het feit dat g,_; -1 = 1, en van lemma [4.2.18
waaruit volgt dat (E + g, 1E)¢ en (E + g,'E)¢ eindig zijn. Dus g, _1g,' € H, zodat
gn—1H = g, H, een strijdigheid. O]

Omdat G twee uiteinden heeft weten we dat G een oneindige groep is. Uit het voor-
gaande lemma volgt dus dat H een oneindige deelgroep is van GG. In het bijzonder bestaat
er een g € H waarvoor geldt dat B(N) N gB(N) = 0.

Lemma 4.2.20. Als g € H voldoet aan B(N) N gB(N) =0, dan is één van de volgende
twee uitspraken waar:

1. E\gE=0engE\E #

2. E\gE#0 engE\E =10

Bewijs. Dit volgt opnieuw uit de figuur in lemma . In het geval dat gB(INV) rechts
van B(N) ligt zoals op de figuur, dan moet gE de component zijn links van gB(N) en
geldt de eerste uitspraak. In het geval dat g B(N) links van B(N) ligt (dus bevat is in E)
volgt analoog dat de tweede uitspraak geldig is. O

Om stelling 4.2.22| te bewijzen hebben we nog het volgende elementaire lemma nodig.

Lemma 4.2.21. Zij Dy, = (s,7 | s> =1, srs = r~ ') de oneindige diédergroep. Dan is
Do = 7.)27 % 7,)2.

Bewijs. Zij x en y de niet-triviale elementen van de factoren van Z /27 x 7./27. Definieer

x> Ts T Ty

Yy s Sy
Door de substitutietest breiden ¢ en ¢ uit tot morfismen, en door hun actie op generatoren
te beschouwen volgt dat ze elkaars inverse zijn. O

Gebruik makend van de voorgaande lemma’s zullen we het volgende resultaat aanto-
nen. Het eerste deel van het bewijs is terug te vinden in [15], Stelling 11.33]. De stelling
wordt ook geformuleerd in [22], Stelling 4.A.6.5], maar is niet volledig uitgewerkt in dit
artikel. We vullen dit hier aan.

Stelling 4.2.22. Er bestaat een eindige normaaldeler M < G zodat ofwel G/M = 7,
ofwel G/M = (Z/27) * (Z/2Z).

Bewijs. Als g € H, dan weten we dat |E 4+ gF| < co. Omdat F \ gF C E + gF en
gE\ E C E + gE geldt ook dat

[ENgE | =|E\gE| <oo
|gENE| = [gE\ E| < o0
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We definiéren nu een afbeelding ¢ : H — Z door

o(g9) = |E\gE| - |gE\ E|
Zij g,h € H. Dan geldt dat

¢g) = |ENgE| - |gE N E"|
= |ENgE°NghE|+|ENgE N ghE”|
—|[gENE‘NghE|— |gE N E°N ghE°|

Analoog krijgen we

é(h) = |E N hE| — |RE N E
= [gE N ghE*| — [ghE N gE*|
= |gENghE°NE|+ |gE N ghE°N E°|
— |ghE N gE°N E| — |ghE N gE* N E¥|

en

¢(gh) = |[E N ghE*| — [ghE N E¥|
= |ENghE°NgE|+ |ENghE N gk’
— |ghE N E° N gE| — |ghE N E° N gE°|

Uit de voorgaande drie berekeningen vinden we dat ¢(gh) = ¢(g) + ¢(h). Het is duidelijk
dat ¢(1) = 0, zodat ¢ een morfisme is. Bovendien volgt uit lemma dat ¢(g) # 0
als B(N)NgB(N) = (0, wat voldaan is wanneer g ¢ B(2N). Dus M = ker(¢) C B(2N)
is eindig. Indien H = G, dan geldt G/M = 7Z, want im(¢) is een niet-triviale deelgroep
van Z.

Onderstel dus dat [G : H| = 2. Het volgende deel van het bewijs is eigen werk. We
tonen eerst aan dat g> € M voor elke g € G\ H. Zij dus g € G \ H willekeurig. Merk op
dat ¢?> € H. We moeten dus enkel nagaan dat

o(¢*) =|ENGE| - |[¢°ENE°| =0

Men ziet makkelijk in dat ENgE C (E+gFE)¢en E°NgE C (E+gFE)°. Uit lemmal4.2.18
volgt dan dat

|[ENgE| < oo
|[E°NgE°| < o0

We berekenen

|IENG*E°| = |[ENg*E°NgE|+ |ENg*E N gE"|

=|ENgE| - |ENg*ENgE|+|g*E°NgE| — |E°N g°E° N gE*|
|’ ENE°| = |¢?ENE°NgE|+ |¢g*E N E°N gE"|

= |*ENgE| - |*ENENgE| + |E°NgE‘| — |¢°E°N E° N gE°|

zodat inderdaad ¢(g?) = 0. Uit g> € M voor elke g € G\ H volgt ook dat M < G: voor
elke m € M en g € G\ H bestaat m’ € M zodat

g 'mg = gm'g = (gm/)*(m)"' € M
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Omdat H/M = 7 vinden we een y € H zodat

H=||y"M

kEZ

Dan geldt gygM = y~*M voor elke g € G\ H, want gy € G\ H zodat gygy = (gy)*> € M.
Zijnu g € G\ H een vast gekozen element. Dan kunnen we elk element van G /M op
unieke wijze schrijven als ¢g°y* M, met € € {0,1} en k € Z. Definieer nu

¢:G/M — Dy : g5y M > 55"
Om aan te tonen dat ¢ een morfisme is moeten we nagaan dat
¢(ga1yk1g~€2yk2M) — ¢(961yk1 M)¢(g€2yk2 M) — gF1pk1 g2 ke (4.2)

Stel bijvoorbeeld dat e; = 0 en €5 = 1. De andere gevallen zijn analoog. Dan kunnen we
sfirkige2pk2 herschrijven als sr¥2=%1. Maar uit de relaties gygM = y~'M en ¢?M = M
halen we ook dat g°'y* g2y M = gy*2=*1 M. Hieruit volgt (4.2)). Omgekeerd induceert

5 g
Ty

v {s,r} = G/M : {
een morfisme door de substitutietest. Door de actie van ¢ en 1 op generatoren te be-
schouwen volgt dat deze morfismen elkaars inverse zijn, dus ¢ is een isomorfisme. Het
gestelde volgt nu uit lemma |4.2.21] O]

De volgende stelling wordt in [22] als vanzelfsprekend beschouwd. Het bewijs is deels
overgenomen van [3, Stelling 6.10].

Stelling 4.2.23. Zij G een eindig voortgebrachte groep. Dan zijn de volgende witspraken
equivalent.

1. G heeft twee uiteinden.

2. Er bestaat een eindige normaaldeler N < G zodat ofwel G/N = 7, ofwel G/N =
(Z)27) * (Z.]2Z).

3. G heeft één van de volgende gedaanten.
o G=GyxyGy met Gy en Gy eindig, ¢ : A— B en [Gy: Al =[Gy : B] =
o G = Gixg met Gy eindig en ¢ : Gy — Gy.

Bewijs. De implicatie (1) == (2) volgt uit de voorgaande stelling. Onderstel omgekeerd
dat (2) geldt. Als G/N = Z, dan weten we uit gevolg en gevolg dat G
hetzelfde aantal uiteinden heeft als Z, dus twee (zie voorbeeld [4.2.3)). In het andere geval
is het aantal uiteinden van G gelijk aan dat van H = (Z/27) x (Z/2Z). Als z en y
de niet-triviale elementen zijn uit de factoren van H, dan ziet men makkelijk in dat de
deelgroep voortgebracht door zy eindige index heeft in H, en isomorf is met Z. Dit
volgt in feite uit de normaalvorm (stelling [2.1.7)): elk element van H kan op unieke wijze
geschreven worden als een alternerend product van factoren x en y. Door lemma [4.2.16
en gevolg heeft H twee uiteinden.

We tonen nu (3) aan, uitgaande van (2). Onderstel eerst dat er een isomorfisme
X : G/IN — H = (Z/27) * (Z/27Z) bestaat. Zij z,y de niet-triviale elementen in de
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factoren van H, en stel gN = x '(z) en hN = x7'(y). Omdat 2 = y*> = 1 geldt
dat ¢?,h? € N. Aangezien N < G zijn G; = N UgN en Gy = N U hN deelgroepen
van GG. Door lemma breiden de inclusies G; — G en GGo — G uit tot een morfisme
Y1 Gixy Gy — G, waarbij ¢ = idy. Dat v surjectief is volgt uit het feit dat G' gegenereerd
wordt door Gy en Gy: als f € G, dan kunnen we x(fN) schrijven als woord in z*! en
y*!. Dus f kan geschreven worden als woord in ¢g*!, h*!, en elementen uit .

Zij nu omgekeerd f € Gy x4 Go willekeurig, en zij f = f)--- f,, in normaalvorm. We
kiezen de representanten van de rechter nevenklassen van N in G; en Go die gebruikt
worden in de normaalvorm van f respectievelijk als {1, g} en {1, h}. Onderstel dat f # 1.
We tonen aan dat ook ¥(f) # 1, waaruit de injectiviteit van ¥ volgt. Als f € G| U Gj,
dan is het gestelde triviaal. Onderstel dus dat n > 2, en stel voor een contradictie dat
Y(f)=fo---fo=1inG. Danis f;--- f, N =N in G/N,endus x(f;--- f,lN)=11in H.
Maar x(fi--- foIN) bestaat uit een product van alternerend x en y van lengte minstens
één, wat een strijdigheid geeft.

Stel nu dat er een isomorfisme x : G/N — Z bestaat. Dan stellen we G; == N, en
we kiezen k € G zo dat x(kN) = 1. Aangezien G; < G vormt de toevoeging met k
een automorfisme ¢ van G;. Door lemma breidt de inclusie G; — G uit tot een
morfisme ¥ : Gy%4, — G waarvoor U(t) = k. Opnieuw volgt de surjectiviteit van ¥ uit
het feit dat G voortgebracht wordt door k en de elementen van N. De injectiviteit gaat
men na analoog als in het voorgaande geval.

Onderstel omgekeerd dat (3) geldt. We tonen (2) aan. Beschouw eerst het geval
waarbij G = (G1*,. Zonder verlies van algemeenheid onderstellen we dat G' = G*4. Uit
gevolg volgt dat G/{(G1)) = Z. Aangezien G eindig is volstaat het aan te tonen
dat G; < G. Maar dit volgt uit t~1G 1t = G;.

Beschouw nu het andere geval waar G = G %4 G>. Omdat [G; : A] =[Gy : B] =2 zijn
A en B normaal in respectievelijk G; en G,. Bijgevolg is A' = B’ een normale deelgroep
van (G, die bovendien eindig is. Het volstaat in te zien dat

GJA = (G1/A) (G B) = (/22) * (Z,/22)

Het laatste isomorfisme is duidelijk. Voor het eerste isomorfisme gaat men eenvoudig na
dat de canonische morfismen Gy /A — G/A" : A giA' en Go/B — G/A' : goB — gh A’
goed gedefinieerd zijn, en bijgevolg een morfisme

¥ (G1/A) x (Gy/B) — GJA

induceren door lemma Anderzijds kunnen we de canonieke morfismen G; — G1/A
en G5 — G5/ B uitbreiden tot morfismen die eindigen in (G1/A)*(Gy/B), en dit induceert
een morfisme y : G — (G1/A) * (G2/B). Het is makkelijk in te zien dat A" < ker(y),
zodat y op zijn beurt een morfisme

X:G/A" — (G1/A) x (Gy/B)

induceert door de eerste isomorfiestelling. Men rekent nu na dat

(¥ oX)(gA) = gA’ (Vg € G4 UGY)
(X o) (1A) = g A (Vg1 € G1)
(Xov)(92B) = 2B (Vg2 € Ga)
Hieruit volgt dat ¢ en X elkaars inverse zijn, waarmee het bewijs is afgerond. O]
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In [22], Sectie 5] wordt ook een karakterisatie gegeven van groepen met oneindig veel
uiteinden. We vatten dit resultaat samen in stelling [4.2.25] Het bewijs hiervan zou
verschillende pagina’s in beslag nemen, waardoor we het achterwege laten. In het bijzonder
zouden we hiervoor stelling [4.1.9] moeten aanpassen aan de originele definitie van een
bipolaire structuur die gebruikt wordt in [22]. Onderstel dat een groep G een bipolaire
structuur {F,S, EE, EE*, E*E, E*E*} heeft in de zin van [22]. Als S = (), dan heeft
GG ook een bipolaire structuur zoals we het hier definiéren. We moeten dus enkel het
geval S # () beschouwen. In dit geval kan men aantonen dat G opnieuw isomorf is met
een geamalgameerd product, maar het is niet meer geldig dat de bipolaire structuur zich
vertaalt in één van deze gegeven in voorbeeld en voorbeeld [4.1.3] In het bijzonder
kan G een triviaal geamalgameerd product zijn. Het volgende lemma werd ook bewezen
in [22], en speelt een cruciale rol in het bewijs van stelling [4.2.25]

Lemma 4.2.24. Fen eindig voortgebrachte groep G heeft meer dan één uiteinde als en
slechts als G kan uitgerust worden met een bipolaire structuur (in de zin van [27)]).

Merk op dat dit resultaat ook geldt voor onze definitie van een bipolaire structuur,
indien we stelling en stelling aannemen. Inderdaad, uit deze twee karak-
terisaties volgt dat G meer dan één uiteinde heeft als en slechts als G een niet-triviaal
geamalgameerd product of een HNN-extensie is. Het gestelde zou dan volgen uit voor-

beeld |4.1.2, voorbeeld en stelling 4.1.9|

Stelling 4.2.25. Zij G een eindig voortgebrachte groep. Dan zijn de volgende uitspraken
equivalent.

1. G heeft oneindig veel uiteinden.

2. G heeft één van de volgende gedaanten.

« G = G1*¢G2 metqb A — B, A< Gl, B < Gg, max([G1 : A], [GQ : B]) > 2,
A en B eindig

e G=Gixy metp: A— A A <G eindig

4.3 Applicaties

In deze sectie tonen we de volgende stelling aan. Het bewijs hiervan is afkomstig uit [11],
en gebruikt alles wat we tot nu toe gezien hebben over geamalgameerde producten en
HNN-extensies. Met dit resultaat brengen we het verhaal tot een einde.

Stelling 4.3.1. Zij G een eindig voortgebrachte groep. Dan is G een eindige extensie van
een vrije groep als en slechts als G isomorf is met een fundamentele groep %L G, waarbij
elke top van I' correspondeert met een eindige groep.

Onderstel eerst dat GG een eindige extensie is van een vrije groep F'. Dit betekent dat
F < G en dat G/F eindig is. Door opmerking is F' eindig voortgebracht. We
werken nu verder per inductie op rk(F'). Als rk(F') = 0, dan is G eindig. In dit geval is
het gestelde triviaal: we kiezen I' als de graaf die juist één top bevat, en deze top laten we
corresponderen met G. Als rk(F') = 1, dan weten we uit voorbeeld en gevolg |4.2.14]
dat G twee uiteinden heeft. We gebruiken nu stelling Als G van de vorm Gy %4 G2
is met GG; en G4 eindig, dan kiezen we I' als de graaf met twee toppen corresponderend
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met G en Go, verbonden door een boog corresponderend met ¢. Dat de fundamentele
groep die we hierdoor bekomen isomorf is met G volgt dan uit de resultaten van hoofdstuk
2. Als G van de vorm G*,4 is met G eindig, dan kiezen we I' een zelflus, waarbij de top
correspondeert met (G; en de boog met ¢.

Onderstel nu dat rk(F') > 2. Door voorbeeld en gevolg heeft G' oneindig
veel uiteinden. Door stelling volstaat het de volgende twee lemma’s aan te tonen:

Lemma 4.3.2. Onderstel dat G = Gy x4 Ga, waarbij ¢ : A — B een isomorfisme is
met A en B eindig. Dan is G isomorf met een fundamentele groep die voldoet aan de

voorwaarden van stelling [£.53.1].

Lemma 4.3.3. Onderstel dat G = G1x4, waarbij ¢ : A — B een isomorfisme is met A en
B eindig. Dan is G isomorf met een fundamentele groep die voldoet aan de voorwaarden

van stelling[4.3.1]

We geven eerst een idee van hoe het bewijs van lemma in zijn werk gaat. We
zullen aantonen dat G; en (G5 eindig voortgebrachte, eindige extensies van vrije groepen
zijn, zodat we de inductiehypothese op G en Gy kunnen toepassen. Dan zijn G en
(G5 isomorf met fundamentele groepen corresponderend met zekere grafen I'; en I's. We
tonen dan aan dat G ¥4 G2 een fundamentele groep is die correspondeert met een graaf I'
die bekomen wordt door I'; en I's te verbinden door een boog. Merk op dat dit intuitief
duidelijk is indien A en B bevat zijn in een top van respectievelijk I'; en I's. Inderdaad, in
dit geval kunnen we de boog die I'; en I'; verbindt zo kiezen dat ze A en B identificeert.

In het geval van lemma bekomen we de graaf I' door een boog toe te voegen die
twee toppen van I'; verbindt. We tonen enkel aan hoe men lemma formeel bewijst,
aangezien het bewijs van lemma[4.3.3]analoog is. Neem dus de hypothese van lemma
aan. Zonder verlies van algemeenheid mogen we onderstellen dat G = Gy x4 Go. Als Gy
en G5 eindig zijn, dan volgt het gestelde uit het voorgaande. Stel dus dat (G; oneindig is.

Lemma 4.3.4. Gy en Gy zijn eindig voortgebrachte, eindige extensies van vrije groepen.

Bewijs. Omdat I een vrije groep is moet de intersectie van F' met elke toegevoegde van A
in G *4 G triviaal zijn: elk element in een toegevoegde van A heeft eindige orde, terwijl
een niet-triviaal element van F' oneindige orde heeft. Door gevolg[4.1.17]is

F2Sx(kFNnao'Gx)* (x FNy 'Gay)
x v

waarbij x en y variéren over een zekere verzameling van representanten van de dubbele
nevenklassen van respectievelijk (G *4 G2) mod (G, F') en (G; x4 G2) mod (Ga, F).
Kies nu = en y zo dat het eenheidselement bevat is in GizF en GoyF. Dan zijn de
factoren F' Nz~ 'G1xz en F Ny~ 1Gyy toegevoegd aan respectievelijk £ NG, en F N Gy.
Uit de Grushko-Neumann-stelling volgt dat rk(F N GY), rk(F N Gy) < rk(F). We
beweren nu dat de voorgaande ongelijkheid in feite een strikte ongelijkheid is. Hiervoor
volstaat het om aan te tonen dat 1 < FNG} < F, waarbij G} = 27 'Gyz. Als FNG; = F,
dan zou

GG =[G: G| <[G:FNGi] =[G: F] <

Maar uit de structuur van de normaalvorm van een niet-triviaal geamalgameerd product
volgt makkelijk dat de factoren oneindige index hebben. We krijgen dus een strijdigheid.
Stel nu dat F'N G} = 1. Dan is ook F' N G; = 1, en uit de tweede isomorfiestelling volgt
dat

G1 =2 GF/F <GJF
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Opnieuw krijgen we een contradictie omdat GG; oneindig is, en G/ F is eindig. We besluiten
dat tk(F' N Gy), tk(F N Gy) < rk(F). Merk op dat F' N G en F'N Gy vrije groepen zijn
als deelgroepen van de vrije groep F (stelling [3.5.5)). Uit de tweede isomorfiestelling volgt
bovendien dat

G1/(FNGy) 2 G F/F <G/F
Go/(FNGy) = GoF/F < GJF

zodat G en (5 eindige extensies zijn van eindig voortgebrachte vrije groepen. Door
opmerking [4.2.17 zijn G; en G5 eindig voortgebracht. m

We kunnen dus de inductiehypothese toepassen. Onderstel dat G; en G5 isomorf zijn
met fundamentele groepen corresponderend met de groepsgraaf-structuren

D - V= GU (U & V(Fl)) D, - w — Gw (w c V(Fg))

Y e o (e € E(TY)) e o, (r € E(Ty))
waarbij de groepen G, en G, eindig zijn. Zij 6, : G; — *511 Gy en by : Gy — *gz Gy
isomorfismen. Omdat A een eindige deelgroep is van Gy, is 61(A) een eindige deelgroep
van *gll G,. Door stelling bestaat er een toegevoegde van 6;(A), stel 2710, (A)z, die
bevat is in een zekere groep G,. Analoog bestaat y € *522 G zodat y~'0,(B)y € G, voor
een zekere w € V(I'y). Noteer nu A, := 27'0,(A)x en B, = y '65(B)y, en definieer een
morfisme

YAy — By : 701 (a)z — y~'02(d(a))y

Met andere woorden, v is gedefinieerd door het middenste deel van het volgende commu-
tatieve diagram.

G A—*.B Gy
Ll-091l 1001 J{Lyoez lbyoﬁg
K, G G, A, "~ B, G *3, Gu

Hierbij staan ¢, en ¢, voor de toevoeging met respectievelijk x en y. Definieer nu een
nieuwe graaf [' die bestaat uit I'y en 'y, samen met een boog s die de toppen v en w
verbindt. Definieer de maximale deelboom T van I' als de unie van 77 en 75 samen met
de boog s. Zij nu ® de groepsgraaf-structuur op I' die de groepsgraaf-structuren ®; en &,
uitbreidt, en die s afbeeldt op v. We tonen aan dat G' = %I G, waaruit lemmavolgt.
Zij A =T7UTy CT. Dan bestaat de contractie I'/A uit een boog § die de twee toppen o
en w verbindt. Zij P de groepsgraaf-structuur op I'/A zoals gedefinieerd in lemma .
Dan wordt 5 op ¢ afgebeeldt, waarbij ¢ gedefiniecerd is door het commutatieve diagram
(zie de opgave van lemma

*I G, G, A, —2 B, e Sxen
J I ] T
*gﬁ G, Ay v B, *%2 G
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Door lemma |3.3.4] volstaat het aan te tonen dat G = *gF/A G5. Nu is *F/A G5 niets

anders dan het geamalgameerd product (kg G,) * (% Gy). Door stelling moeten
we dus nagaan dat het volgende diagram commuteert.

Lzoell LZOHIJ beoeg lLyOOQ
es A, = B, ey

Maar dit volgt door de voorgaande commutatieve diagrammen samen te voegen. Hiermee
is de implicatie van links naar rechts in stelling aangetoond.

Onderstel omgekeerd dat G isomorf is met een fundamentele groep x4 G, waarvan de
groepen corresponderend met de toppen van I' eindig zijn. Uit lemma |3.3.2| weten we dat
%I G, kan bekomen worden door een eindig aantal keer opeenvolgende geamalgameerde
producten en HNN-extensies te nemen. Hierdoor volstaat het om de onderstaande twee
lemma’s te bewijzen. We tonen enkel lemma aan. Het bewijs van lemma is
volledig analoog en wordt bovendien gegeven in [7), Stelling 1.3].

Lemma 4.3.5. Zij Gy, Gy twee groepen met eindige deelgroepen A < G1 en B < G, en
¢ A — B een isomorfisme. Als G1 en G5 eindige voortgebrachte, eindige extensies van
vrije groepen zijn, dan geldt dit ook voor G x4 Go.

Lemma 4.3.6. Zij Gy een groep met eindige deelgroepen A < Gy en B< G, en¢p: A —
B een isomorfisme. Als G een eindig voortgebrachte, eindige extensie van een vrije groep
is, dan geldt dit ook voor G*.

Bewijs. Het feit dat Gx, eindig voortgebracht is volgt onmiddellijk uit de definitie van
de HNN-extensie. Onderstel dat F' < Gy een vrije groep is waarvoor G /F eindig is. Zij
7 : Gy — G1/F het canonieke morfisme. Definieer nu een morfisme ¢' : 7(A) — w(B) :
aF — ¢(a)F. Dan is ¢' goed gedefinieerd en injectief omdat A en B eindig zijn, en F' is
een vrije groep. Het is duidelijk dat ¢’ ook surjectief is. Omdat 7(G1) eindig is weten we

uit stelling dat er een morfisme
”lb : 7T<G1)*¢/ — S

bestaat dat injectief is op 7(G1), en zodat S een eindige groep is. Anderzijds volgt uit
lemma dat 7' : G; — 7(G1) = w(G1)*y uitbreidt tot een morfisme

v G1*¢ — 7T(G1>*¢/

dat de stabiele generator van Gi%, atbeeldt op deze van 7(G1)*y. Omdat A eindig is
en I een vrije groep is, volgt dat U injectief is op A < Gy*y. Maar ook 7 is injectief
op 7(Gh), zodat ¥ o U injectief is op A. Stellen we N = ker(y) o ¥), dan betekent dit
dat NN A = {1}. Omdat N <9 G;x, volgt dat N triviale intersectie heeft met elke
toegevoegde van A in Gy We kunnen dus gevolg toepassen, zodat

NSx(kNnNz 'Gix)

waarbij S een vrije groep is. Het volstaat nu aan te tonen dat iedere factor N Nz~ 'Gx
een vrije groep is. Dan is immers N een vrije groep, en uit de eerste isomorfiestelling is
(G1%4)/N isomorf met een deelgroep van S, dus eindig. Omdat N < G volstaat het aan
te tonen dat x(NNx~1Gix)x™! = NNG; een vrije groep is. Maar dit volgt omdat NNG,
overeenkomt met ker(mw) = F gezien als deelgroep van Gpx. O
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Hoofdstuk V
Algemeen besluit

In dit hoofdstuk geven we een korte samenvatting van de resultaten die werden aange-
toond. Daarnaast bespreken we nog enkele bijkomende vragen die buiten beschouwing
bleven omwille van tijdsgebrek, of omdat ze niet van essentieel belang waren, maar die
toch het vermelden waard zijn.

In hoofdstuk 2 toonden we aan dat het geamalgameerd product en de HNN-extensie
over een normaalvorm beschikken, waaruit we verschillende eigenschappen konden aflei-
den. Dit hoofstuk bevat geen belangrijke beperkingen en vormt een goede basis waarop
de theorie verder gebouwd kan worden.

In hoofdstuk 3 introduceerden we boomproducten en zagen we dat dit overeenkomt
met een geitereerd geamalgameerd product. We breidden dit concept vervolgens uit naar
fundamentele groepen, waarbij ook HNN-extensies worden geitereerd. Een belangrijke
beperking in dit hoofdstuk is het feit dat we de graaf I' telkens eindig hadden veronder-
steld. Eventueel verder onderzoek zou erin bestaan om de resultaten van sectie 3.3 uit
te breiden naar gevallen waarin de graaf I' oneindig is (aftelbaar of onaftelbaar). De vol-
gende stelling geeft een idee hoe bepaalde eigenschappen van veralgemeende fundamentele
groepen kunnen bewezen worden indien I' aftelbaar oneindig is. De schets van het bewijs
is geinspireerd door een argument uit [20].

Stelling 5.0.1. Zij %% G, een veralgemeende fundamentele groep waarbij T een aftelbaar
oneindige graaf is. Dan is elke G, een deelgroep van x% G,,.

Idee van het bewijs. Beschouw een stijgende keten {I', | n € N} van eindige deelgrafen
van I' zodat U,cny I = I'. De fundamentele groepen corresponderend met de deelgrafen
I',, vormen dan een stijgende keten van deelgroepen van G = %1 G,. Zij H de groep die
de unie is van deze keten. Door lemma [3.3.5] bestaat een canonisch morfisme G — H.
Maar uiteraard bestaat ook een canonisch morfisme H — G, zodat G = H. Dus G kan
gezien worden als de unie van een keten van fundamentele deelgroepen ervan, waaruit het
gestelde volgt. O]

Wanneer I' onaftelbaar oneindig is werkt dit simpel argument niet meer. Zelfs als we
aantonen dat er een keten van deelgrafen bestaat waarvan de unie gelijk is aan I'; kunnen
we niet garanderen dat alle deelgrafen in die keten eindig zijn. Men zou een poging kunnen
maken om dit op te lossen door gebruik te maken van transfiniete inductie of het Lemma
van Zorn.

Het voorgaande bewijs brengt ons bovendien op een andere vraag: waarom werken we
niet met een willekeurige bedekking van de graaf I" in plaats van een keten van deelgrafen?
In het geval dat we een bedekking gebruiken is het handig om te weten wat de doorsnede
is van twee fundamentele deelgroepen binnen de volledige fundamentele groep. Aan het
einde van sectie 2.3 hadden we opgemerkt dat de fundamentele groepen corresponderend
met deelgrafen van I' een hiérarchie vormen. In feite is het voorgaande een belangrijke
eigenschap van deze hiérarchie die nog ontbreekt. We vermoeden dat het volgende geldt.
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Vermoeden 5.0.2. Zij 'y en I’y deelgrafen van I' met niet-triviale intersectie A. Zij Gy,
Gy en H de canonische fundamentele deelgroepen van G = %L G, horende bij respectie-
velijk Ty, T's en A. Dan is de intersectie van Gy en Gy binnen G gelijk aan H.

We geven een idee hoe men dit zou kunnen bewijzen indien I' een boom is, zodat alle
canonische deelgroepen van G boomproducten zijn. Het is duidelijk dat H < G N Go.
De omgekeerde inclusie is echter niet triviaal. We mogen onderstellen dat I' = I'y U I'y,
anders vervangen we GG door de fundamentele groep corresponderend met I'y UT, C T
Het vermoeden in volgt dan voor boomproducten indien we de volgende sterkere
eigenschap kunnen aantonen:

Stelling 5.0.3. G is het geamalgameerd product van Gy en Gs, waarbij de deelgroep H
van beide boomproducten geidentificeerd wordt.

Idee van het bewijs. Men kan dit bewijzen met een inductief argument. Als I' =1y = I'y,
dan is G *g G5 een triviaal geamalgameerd product, waaruit het gestelde volgt. Stel dus
dat er een boog van I'y bestaat die niet bevat is in I's. Zij G’ en G’ de fundamentele
groepen corresponderend met de grafen die bekomen worden uit respectievelijk I" en 'y
door deze boog te verwijderen. Door lemma is G het geamalgameerd product van
G’ met G,, waarbij v € I' de verwijderde top is. Door de inductiehypothese is

G:GU *¢G/:GU >|<¢ (Gll *HGQ)

Nu maakt het niet uit in welke volgorde we geamalgameerde producten nemen ((3.2.4)),
zodat

G = Gv >l<¢ (Gll X Gg) = (Gv >|<¢ Gll) X G2 = G1 X GQ
[l

Indien de resultaten van sectie 3.3 uitgebreid zouden worden naar gevallen waar I' on-
eindig is, dan is het makkelijk om ook deze van sectie 3.4 uit te breiden. Stelling zou
dan zeggen dat elke veralgemeende fundamentele groep een actie op een boom uitoefent.
Bovendien zou de veralgemening van stelling [3.4.2] impliceren dat elke actie van een groep
G op een boom Y zonder inversie, met samenhangend quotiént Y /G, isomorf is met de
actie van een zekere veralgemeende fundamentele groep. De uitbreidingen van stellingen

en bieden dan een manier om de volgende resultaten te bewijzen:
e De Grushko-Neumann-stelling (zie [3, Stelling 10.6])

e Gevolg |4.1.17| (zie [20), Stelling 14])

Het zou interessant zijn om te onderzoeken of de strategie in het bewijs van [20 Stelling
14] ook kan worden gebruikt om het analogon van gevolg voor HNN-extensies te
bewijzen, namelijk gevolg 4.1.19

In het begin van hoofdstuk 4 definieerden we het concept van bipolaire structuren, en
in stelling zagen we dat elke bipolaire structuur overeenkomt met deze gegeven in
één van de voorbeelden [4.1.2 en [£.1.3]

In stellingen [4.1.16] en 4.1.18 werden de deelgroepen van geamalgameerde produc-
ten en HNN-extensies geclassificeerd. We vermelden er nog bij dat de deelgroepen van
willekeurige boomproducten verder onderzocht werden in [6]. Naar mijn weten is er nog
geen algemene classificatie gemaakt van de deelgroepen van een willekeurige fundamentele
groep. Dit vormt een uitdagende onderzoeksvraag.
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Verder definieerden we de uiteinden van groepen, en in stelling gaven we een
karakterisatie van groepen met twee uiteinden.

Zoals eerder al vermeld kan stelling|4.1.9|uitgebreid worden naar het geval van bipolaire
structuren in de zin van [22]. Deze uitbreiding zou toelaten om aan dit werk het bewijs
toe te voegen van de karakterisatie van groepen met oneindig veel uiteinden (4.2.25)).

Tenslotte toonden we in stelling aan dat een eindig voortgebrachte groep G een
vrije extensie is van een vrije groep, als en slechts als ze isomorf is met een fundamentele
groep %% G, waarbij de groepen G, eindig zijn.
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